Harjoitus 6 Rak-54.1200 Rakenteiden lujuusoppi

1. Maarita integroimalla oheisen poikkileikkauksen pinta-ala A, staattinen momentti
S, ja jayhyysmomentti I, z—akselin suhteen sek& pintakeskién C asema ..
Médritd sitten Steinerin s&éntdd kdyttéden jayhyysmomentti |, pintakeskion kautta
kulkevan 7 —akselin pintakeskiokoordinaatistossa. Osittainen vastaus:

_hb+2b, - hbf+dbb, by
° 3b+b, 7 36 b+h,

2. Maédrita integroimalla oheisen poikkileikkauksen pinta-ala A, staattinen momentti

S, ja jayhyysmomentit I ja I, kuvan y,z—koordinaatistossa seka pintakeskion

C asema y;. Madrita sitten jayhyysmomentit 1, ja I, pintakeskiokoordi-

naatistossa Y,z . Osittainen vastaus:

y :sinaR IV:R3t(a—Sin2a sinZa_zsinZa
o

c

) 1, =R%(a+ )

3. Méarit4 oheisen poikkileikkauksen péajayhyysmomentit ja niiden suuntakulmat
pintakeskiokoordinaatistossa. Mitat ovat millimetreja.
Vastaus: 1, =8,61-10° mm*, I, =1,51.10° mm*, ¢, =-17,5°, a, = 72,5°.

100 200
A —

2 |

150

250
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Palautettavat kotitehtavat
Palautus pe 9.11 klo 16.00 mennessa Nopassa olevien ohjeiden mukaisesti.

. Madritd integroimalla oheisen neljannesympyrdn muotoisen poikkileikkauksen

staattinen momentti S,, jayhyysmomentti 1, ja tulomomentti 1, kuvan
y, z—koordinaatistossa seké pintakeskion asema y,. Madrita sitten Steinerin

saantda  kayttéaen jayhyysmomentti 1, ja tulomomentti I, pintakeskic-

z

koordinaatistossa Yz .

Ye

y Y
Ohje: Suorita integrointi napakoordinaatistossa r,#, jossa ¢ on y-—akselin ja
séteen r vélinen kulma seké pinta-alkio on dA=rdrd¢. Voit kayttadd hyvaksesi
seuraavia integrointikaavoja

X sin2ax

H
sin? ax
J.coszaxdx=5+ .

2a

ja Jsin axcosaxdx =

Il.  Ma&érita oheisen poikkileikkauksen jdyhyysmomentit ja tulomomentti pintakeskio-
koordinaatistossa.

1,2a
<>

42

6a

I, Ma&éritd oheisen poikkileikkauksen jayhyysmomentit ja tulomomentti
pintakeskidkoordinaatistossa sekd paajayhyysmomentit ja niiden suuntakulmat.
Piirrd myds kuva, jossa on poikkileikkaus ja sen pintakeskidon asetetut padakselit.

dy _-a

8 58 5
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1.

Poikkileikkauksen leveys:

Koska leveys kasvaa lineaarisesti, se on muotoa
b(y)=a,+ay.

Soveltamalla ehtoja ylé- ja alareunoissa saadaan
b(0) =2 b, }:3 N
b(hy=a,+ah=0, al—i

joten
b, —
b(y) =+ 222y
Pinta-ala, staattinen momentti ja jayhyysmomentti z —akselin suhteen:

A= J'b(y)dy I(b1+ bLY)dy |(b1y+ bl y*) = b1h+b by bl;bzh
h y? h y2s b,-b . b—b +2b, ,
L

i 3 ' 3 b 4 3 b 3 +3b2 3
[y =] IMV+ = myl@y+ Byt =Brpe BBy B,
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Pintakeskion y —koordinaatti:

bl+2b2h2
S, 6 h b, +2b,

YT ATThAb,, 3,
2

Jayhyysmomentti pintakeskion C kautta kulkevian Z —akselien suhteen:

z

Steinerin saanto:

Iz:|7+Ayé
L=l - bl+3b2 b bl+b2h (hb1+2b2)2
12 2 3 b +h,
_h:bf+4blb2+b22
36 b+b,
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2.

y
Pintakeskion y —koordinaatti:
A= thdgo: Rtj dp=Rt|p=2Rta

S, = _[ ytRdgp = J' RcosgtRdgp = th_" cospdep =Rt | sing =2R%sina

S, 2Rtsina _sina
yc =—f_-— - -~ "R
A 2Rta a

Jayhyysmomentit z— ja y—akselien suhteen:

I, = [ ytRdp= | R?cos” ptRdgp = R°t [ cos? pd = Rt | (§+¥) - R3t(a+¥)

_fo N P a2 ok [ (P _SiN2p, s sin2a
Iyij;zthgoiJ;R sin ¢th¢)—Rt£SIﬂ wd(piRt, (E T)7Rt(o: 2

)

a

Jayhyysmomentit pintakeskion C kautta kulkevien Z — ja y —akselien suhteen:

z

Ye

N|

,=1,+Ay =

: : : 02
sin 2a)—2Rta~(Sma R)? = Rt(ar+ sin2a _25|n a

I, =1,- Ay’ =R%(a+
z z yC ( 2 a 2 a

)

3 sin2a
1y =1, =Rta-—-)
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Ratkaisut

Pintakeski6n asema: 100 200

Asetetaan y,z-koordinaatisto kuvan mukaisesti: 2]

7
Pinta-alat; 1<

T

|

.2
A, =100-400 mm? = 40000 mm?, 150 i
|

A, :%150.200 mm? 15000 mm?, ¥
A=A + A, =55000 mm?

Athe 250
Osapintojen pintakeskididen koordinaatit:

y; =200mm, z; =50 mm,
y, =50 mm, z,=166,7 mm

Pintakeskion koordinaatit:

o = AVi*AY, _40000-200+15000-50 00y o
A 55000

, _Az+Az, _40000-50+15000-166,7

= -

A 55000

=818 mm

Jayhyysmomentit ja tulomomentti pintakeskiokoordinaatistossa:

Asetetaan y, z —koordinaatisto pintakeskioon C:

81,8mm z, = 84,9mm

*2
I—yz =109,1mm
z

159,1mm

C!

Yy, = 40,9mmI

o~

!
~Z, 531,8mm

<
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I, = |71+A1Y12+|fz+A2y22

_100-400° 200-150°
12

+40000- 40,9 S +15000- (~109,1)? = 7,97 -10° mm*

I,=ly,+Azl+15,+ Az}

_400-100° 200°-150
12

+40000-(-31, 8)2 +T +15000-84,9% =2,15-10* mm*
Iyz = Iyn +AYZ+ Iwz +AY,z,
2 2
=0+40000-40,9-(-31,8) - w +15000-(-109,1)-84,9 =-2,03 -10® mm*
Paajayhyysmomentit:

1 1
I, :E(IZ + Iy)J_rEJ(IZ —Iy)2+4lfy

:%.(7,97+ 2,15)-10°mm* i%~\/((7,97 ~2,15)-10° mm*)? + 4-(=2,03-10°mm*)?

=5,0625-10°mm* +3,552-10° mm*

I, = (5,06+3,55)-10° mm* =8,61-10° mm*
I, =(5,06—3,55)-10° mm* =1,51-10° mm*

Suuntakulmat:

ay =arctan ol arctan(-0,315) = -17,5°,
zy

a, =arctan |2I;IZ =arctan(3,18) = 72,5°.
7y

72,5°

wz
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1. Oheista palkkia, jolla on T-poikkileikkaus, kuormittaa kaksi pistekuormaa oheisen
kuvan osoittamalla tavalla. M&aritd palkin suurimman ja pienimméan normaali-

jénnityksen arvot. Vastaus: o, =1659N/mm?’, o, =-656N/mm?*.

| 100mm |
15kN 15kN ) 2
T 12mm
Al o
= B C 12mm —| [« 75mm

s
I250mmI 375 mm . 250 mm
I

2. Maaritéd paljonko sauvan (a) poikkileikkauksen suurin jannitys on suurempi kuin
sauvan (b) jannitys. Vastaus: 33,3%.
BN

|
(@ [
Fe— |2a : —» F
/_xa J W—
2
y
a PN
() \ %2 | S
F <a— 2a : — -
[ xa ) S—
2
y

3. Oheista palkkia, jolla on T-poikkileikkaus, kuormittaa leikkausvoima Q =50 kN .
Maarita leikkausjannityksen z, poikkileikkauksessa ja leikkausjannityksen suurin

arvo. Osittainen vastaus: 7, .., =3,67MPa

]

{50
l Mitat millimetreina.
Q 150
|[e—|<——|<—>|
75 100 75
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Palautettavat kotitehtavéat
Palautus pe 16.11 klo 16.00 mennessé Nopassa olevien ohjeiden mukaisesti.

I.  MAadritd oheisen palkin suurin normaalijénnitys.
16kN/m

I, =0,782-10°mm*
Z 1,=911.10°mm*
h=152mm

l
(o8]

R
<

| 1,5m | im
! |

Il.  Oheinen palkki on muodostettu hitsaamalla kolmesta levystd. Méaarita pienin
laipan leveys b jota voidaan kéyttd4, kun sallittu normaalijannitys
poikkileikkauksessa on o, =150MPa. Hitsin vaikutus poikkileikkauksen

sall

jadyhyysmomenttiin voidaan jattaa huomiotta.

150kN |<b—>| $25mm
B l
Al \C 20mm_> < 475mm
%/J
| 6m 10m éﬁfé *
' *25mm

Il Madritd oheisen palkin kohdassa B vaikuttava itseisarvoiltaan suurin
normaalijannitys sekd valilla AB vaikuttava itseisarvoltaan  suurin
leikkausjannitys.

| 50mm |
2kN _
l ‘“‘N 20mm
70mm
20mm o

<=1
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Ratkaisut Ratkaisut
L Izlz:|71+A1y12+|f2+A2y22
3 3

Tukireaktiot: _100:12 +1200-(-18,64)° +12 75 +900- 24,867

15kN l 15kN l =1,4094-10°mm*

D, = A, (symmetria) -
A D A Suurin normaalijannitys (veto) esiintyy poikkileikkauksen alareunassa ja pienin
‘T A Ar T A, +D, —15kN —15kN = 0 (puristus) poikkileikkauksen yléreunassa:
y

= A =D, =15N Huom: Kun tarkastellaan poikkileikkausta lujuusopin tehtévand, poikkileikkauksen

pintakeskidkoordinaatteja merkitédédn y ja z ilman ylaviivoja.
Taivutusmomentti:

. . . . . . . . M 3,75-10°Nmm N
Tuilla A ja B taivutusmomentti hivia ja pisteissd B ja C se on symmetrian vuoksi Orx = Yaa = 75— 62,36 mm =165,9 >
yhtd suuri. Naiden pisteiden valilli se on lineaarinen. Riittid siis laskea 1, 1,4094-10°mm mm
taivutusmomentinarvo pisteessé B. - —My _3,75-10°Nmm -(-24,64 mm) = 65,6 N
™y, T 1,4094-10°mm? ' " omm?’
15kN ﬂ
)M B}MBASkN-ZSOmm:O = M, =3,75kNm
A ° 65,6 ~
flSkN B ) mm
250mm E— o
[¢—I
M —Kkuvio 165,9 N
mm?
A B C D y y
3,75kNm
Pintakeskid: | 7
it 2
A =100-12 =1200mm?, A, =12-75 =900mm?, HYa|olC x
A=A +A, =2100mm?, v
y, =12/2 =6mm, y, =12 +75/2 = 49,5mm.
V. AYi+ Ay, 1200:6+4900:495 o0
A 2100 y
Jayhyysmomentti: — T —
T $24,64mm
(Siirretédén koordinaatisto pintakeskioon C) ' y z
2
- 2

Yy, =6—24,64 =-18,64mm,
Yy, =49,5-24,64 = 24,86mm

<
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2.

Sauva (a):

Normaalivoima ja taivutusmomentti:

3Ny M — N-F=0= N=F
F——t—— — Q_:'_—_'_—'a-P—>X
4 ¢ N ©) M—F-%:O:M:%Fa

y
Poikkipinta-ala, jayhyysmomentti ja taivutusvastus:
3. 9 ,
a-(za) —a
A:aéa:Eaz, — :334, W:L:L:%p
2 2 12 32 Ea Ea 8
4 4
Reunajénnitykset:
1
N M _F _ZFa_0
mEAW §az §a3 = 0
: -
N M F 272 4F
O A+W:3 + 3 ZE? ﬂi
~a Za 3a’
2 8 y y
Sauva (b):
Normaalivoima:
|
)

Fa———— £ &= 1—=N > N-F=0=N-=F
i

Poikkipinta-ala: A=a-a=a’

P N F
Normaalijannitys: o=—=— §—>
A a: A - — - — - — o
F
Vertailu: e
y y
AF
Gr(nzl :Gala — 3a2 :i
om o F 3
a2

Sauvan (a) normaalijannitys on kolmanneksen eli noin 33% suurempi kuin sauvan (b).
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A =250-50 =12500mm?, A =100-150 =15000mm?® | 250 |
<>
A=A + A, =27500mm? — ,
50@ | 11
y, =50/2 =25mm, y, =50+150/2 =125mm -~ co
i
Pintakeskion y-koordinaatti: 150j 12
|
- T
y. = Ay, +AY, _12500-25+15000-125 _ o oo o | vyI
A 27500 100
Jayhyysmomentti:

Yy, =25-79,55=-54,55mm

y, =125-79,55 = 45,45mm 45,45mm

=1, :|71+A1y12+|72+A2y22
_ 250-50° 100-150°

+12500- (~54,55)% + +15000- 45, 252

=98,9-10°mm
Osapoikkipinnan staattinen momentti:

Vili: =79,5mm <y <-29,5mm:
Yala 29,5 120,5
S,(y)= fb(y)ydy: _[ 250ydy + _[ 100ydy
y Yy 29,5
-29,5 120,5

54,55mm ] [ E

= | 125y + | 50y* =108781-125y + 72601343513
y

-29,5

=791281-125y°

Vili: —29,5mm <y <120,5mm:

Yala 120,5 120,5
S,(¥)= [ b(y)ydy= [ 100ydy= | 50y*
y y

y

= 726013 -50y?

C | %Sy
1120,5
PSR
100
295
Co— L z
y- 120,5
y
T
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Leikkausjannitys , (y):

Vali: =79,5mm <y < -29,5mm:

. 3 . 3 _ L y2
QS(y) _50-10°N (7912:31mr11 125mm-y*) ~1600 N2 0,000253 N4 y?
Ib(y) 98,89-10°mm*” - 250mm mm mm

7, (Y) =

Vili: —29,5mm<y <120,5mm :
3 3 2
_QS(y) _50-10°N -(7260613m2n —50mm - y?) _3,671 N __0,000253 N i
Ib(y) 98,89-10°mm* -100mm mm mm

y2

7 (¥)

Leikkausjannitysjakauma:

y [mm] S [MPa]
-79,5 0

-54,5 0,85
-29,5 (-) 1,38
-29,5 (+) | 3,45

0 3,67
60,25 2,75
120,5 0

| | =138 s
—— =/

y by

Suurin leikkausjannitys:

Toymax =Ty (0) = 3,67MPa
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1. Mé&éritd hitsisauman (keskimé&arainen) leikkausjannitys sekd poikkileikkauksen Palautettavat kotitehtavat
leikkausjannityksen ,, itseisarvoltaan suurin arvo oheisen palkin kohdassa A-A. ) o o
Vinot pinnat, joilla hitsisauman keskimaérainen leikkausjannitys lasketaan, on Palautus pe 23.11 klo 16.00 mennessa Nopassa olevien ohjeiden mukaisesti.
esitetty katkoviivalla kuvan (c) leikkauksessa. Uuman ja laipan valille oletetaan hei KKi q kahd lank otk Kiinni -
rako. Hitsin vaikutusta poikkileikkaussuureisiin ei huomioida. IO enen palkki muodostuu kandesta lankusta, jot a on linnitetty foislinsa
Vastaus: 7 =-3,38MPa,|z. | _=180MPa nauloilla, jotka sijaitsevat pitkin palkkia 2cm:n vélein. Palkkia kuormittaa
’ ' Ty e P =10kN suuruinen voima. Maaritd leikkausvoima, joka kohdistuu kuhunkin
(@ (b) (©) naulaan vélilla AB. I< 6em | |
100mm _
2kN 1kN ye— P=10kN $1cm
A 20mm 2
Y * . % A
! % 100mm Ale ¢ 6cm
A z _/_\\. B =
T s e 0,4m
20mm l [ 0.6m |
lcm
2. Kuumavalssatusta  I-tangosta  IPE200, jonka jayhyysmomentit  ovat ]
I,=19,4-10° mm* ja I, =1,42-10° mm* on tehty uloke, jonka pituus on 2 m. 1. Palkki muodostuu kolmesta lankusta, jotka on liitetty yhteen teraspulteilla, jotka
Ulokkeen pazssa on pistekuorma F. Maérit sallittu kuorma Fgy, olettaen, etta F sijaitsevat 225mm:n valein palkin pituussuunnassa. Maarita pienin sallittu pultin

halkaisija, kun leikkausvoima palkin poikkileikkauksessa on 6kN ja sallittu

on poikkileikkauksen symmetriatasossa, kéyttden varmuuslukua 2 myo6to6n keskimaarainen leikkausjannitys kussakin pultissa on 60MPa.

ndhden. Myétoraja on o, =340 N/mm?2. Mikd on varmuusluku, jos kuorma

kadntyy 10° oheisen kuvan esittamalla tavalla? F 10?
Vastaus: F,, =16,49 kN, n=0,92 100mm
F T $25mm
225mm
\
3 100mm
-

Z |200 mm

(<5 100, 50mm

I1l.  Palkkia, jonka poikkileikkaus on kuvan mukainen, kuormitetaan pystytasossa
A2 siten, ettd taivutusmomentilla tarkasteltavassa poikki-leikkauksessa on arvo

2000 mm

: y : M =5MNm. Méaarita poikkileikkauksen suurin ja pienin normaalijannitys.
100 mm !
le——sl | 2m _Am
I 1 1 b
3. Oheiseen ulokepalkkiin vaikuttaa aksiaalinen vetovoima P kuvan mukaisesti. x
M@&éritd suurin sallittu voima P, jos vetojénnitys palkissa ei saa ylittdd 75MPa. 1m h—> z
Poikkileikkauksen  pinta-ala ja  jdyhyysmomentit ovat A =3200mm, M =3MNm 7
l, =2,0267-10°mm* ja I, = 0,40667 -10°mm?*. Vastaus: P =91 3kN +  M=5MN )
20m
|MT . 1m[ b°h bh? b2h?
zom c [rrom 4 VT

20m| y

mi _____ -
mi P

Ohje: Suorakulmaisen kolmion jayhyysmomentit ja tulomomentti pintakeskio-
) [ | I akseleiden suhteen ovat kuvan mukaiset
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1.

z-akselin alapuoleisen osan staattinen momentti:
Leikkausvoima:

» K y reo0mm a = 5mm $(0) = 20-80- 40 = 64000’
A 20mm”™ b % = Clol—F 1
* 1 A $40mm
| ) M 80mm . v
l ly 100mm :
A Q X
S I«
v 20mm
Q+1kN+2kN =0 = Q=-3kN omm Leikkausjannitys:
Pintakeskio: ~3.10°N - 3
100mm by 0= Q?kEO) - 5 3331?10,:|m6:114002;)nr:1nm =—1,80MPa
I< 1 A =100-20= 2000m?, A, =20-100= 2000mm? '

= |7y |na=180MPa

A=A + A, =4000mm?

y, =10mm, y, = 20mm +%-100mm =70mm

_ANTAY,
S e Y, = f =40mm
20mm
Jayhyysmomentti |, :
%_30mmz— -y,
2 v30mm =y,
100-20° 20-100°

+2000- (~30)2 +

N R +2000-30% =5,33-10°mm*

Hitsisauman alapuoleisen osan staattinen momentti:
S,=A 4y, =2000-30 = 60000mm?
2 Yy, =30mm

Leikkausvuo ja hitsin leikkausjannitys:

3 3
g _ “310N-60000mm® _ oo\ 33 TINIMM o g

| 5,33-10°mm* 2-5mm
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2.

Sallittu jannitys: oy = 2m =220 _N__379 N
n

2 mm? mm?

Kuorma on symmetriatasossa eli F vaikuttaa y-akselin suuntaan:

Taivutusmomentin arvo tuellaon: M, =—F-2000mm, (M, =0)
Reunajannitys:

M —F -2000 mm
=—ty,=————.(-100 mm) =0,010309- F
O nax IZ yyla 19’4106 mm4 ( )

po—"; (veto ylapinn.)

Suurin sallittu kuorma:

-~ F 170

o sall = F =
0,010309

= Oal

N =16,49 kN .

max

Kuormitus on kdantynyt 10° kuvan esittamalla tavalla:

Kuormitustason suuntakulma: « =10°

Taivutusmomentit: (F =16,49 kN )
M =—F -2000 mm = -32,98kNm
M, =M cosa = -32,98 - cos(10°)
=-32,48kNm
M, = Msina = -32,98-sin(10°)
= —5,73kNm

-5,73-19,4-10°
-32,48-1,42.10°

|
Y * —arctan

zy

M
Neutraaliakselin suuntakulma: £ = arctan v =67,5°

Harjoitus 8 Rak-54.1200 Rakenteiden lujuusoppi
Ratkaisut
A _," NA Kauimpana neutraaliakselista ovat pisteet A ja B.

Normaalijannitys saadaan lausekkeesta:

=67,5° M
a oy =My 2,
z 1, Iy
/ B
;
y
Piste A (Y,.2,) = (—100 mm, -50 mm):
M M, -32,48-10° -5,73-10° N
=—ty, +—>z, =—————(-100) + —————-(-50) = 369,2——.
S T N TV T A DT R T mm®
Piste B (Yg, zz) = (100 mm,50 mm):
M _ 108 _ .108
c,vB=MZ Vo +—27, = 32,48 1? -100 + 573 12 -50=—369,2L2=—0'A
I, I 19,4-10 1,42-10 mm
Varmuusluku:
n=Sm _ 340 =0,92<1 (Rakenne my6taa!)
o, 3692
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3.

Leikkausrasitukset:

P
—
N<_é,\)7 ....... MX
MY
—-> N-P=0 = N=P
(@Z M,-P-25mm=0 = M, =P-2,5mm
(ey —M,+P-20mm=0 = M, =P-20mm
Neutraaliakseli:
2
11 —12 | .10 mm*
Yo =— y'z yz E:_ 2 E:_0,40667 10°mm P ~ :—50,8mm
M, =M, I, A M, A P-2,5mm  3200mm
——

y M, 1, P -20mm0,40667 - 10° mm* 5
= arctan =arctan s =981
A, -M 1, M, 1, P-2,5mm-2,0267-10°mm
——
0

/
/ NA
4
— Yy, =-50,8mm

A o
/N =581
50,8mm T
/
/]
//_____C____@__,) i z
// P A T2,5mm
/
/ 50mm |
y

Itseisarvoltaan suurin normaalijannitys on pisteessé A, joka etdisyys neutraaliakselista
on suurin:

Harjoitus 8
Ratkaisut

M M,
! Yat—"1a
1, 1,

P P-2,5mm
+

_ N
Crax =Oa =K+

Rak-54.1200 Rakenteiden lujuusoppi

P-20mm

~3200mm?  0,40667-10°mm? "

Suurin sallittu kuorma P:

G =0y & 8213107 —75 N

5 5-90mm = 8,213-10™ Lz
2,0267-10°mm mm

75

=P

= -10*N =9,132-10°N =91, 3kN
8,213 —_—
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1. Puupalkkia on vahvistettu kiinnittdmalla siihen terdsprofiili kuvan mukaisesti. Palautettavat kotitehtavat:
Puun kimmomoduuli on 12GPa ja terdksen 200GPa. Palkin poikkileikkausta
rasittaa taivutusmomentti M =50kNm . Madrita teréksen suurin seka puun suurin Palautus pe 30.11 klo 16.00 mennessé Nopassa olevien ohjeiden mukaisesti.
ja pienin normaalijénnitys. Piirrd myds osapoikkileikkausten normaali-
jannitysjakautumat. Terasprofiilin mitat ja poikkileikkaussuureet on esitetty I.  Puupalkkia on vahvistettu terédskappaleella oheisen kuvan osoittamalla tavalla.
kuvassa. Vastaus: o, ., =103,2MPa, o, =58MPa, o, =-14,3MPa. Tarkasteltavaan ~ poikkileikkaukseen ~ kohdistuu ~ 50kNm:n  suuruinen
’ ’ ’ taivutusmomentti ja 15kN:n suuruinen leikkausvoima. Madritd suurin ja pienin
|&| normaalijénnitys poikkileikkauksen puuosassa ja ter&sosassa seké leikkausvuo
—-= puuosan ja terdsosan valisessa liitoksessa. Terdksen kimmomoduli on 200GPa ja
A=2184mm puun 13GPa.
I, =0,549-10°mm* — e
M =50kNm 250mm| o
- 300mm _ I ¢14.5mm 57mm e
7 —
| 203mm T 15.6mm v =

L QR —
' <o 2
150 mm 125x10mm
[e<——>l
. . T . . . . Il.  Kuinka suuren kuorman g oheinen tasaisesti kuormitettu palkki kantaa, kun palkin
2. Kuinka suuri kuorma P oheiselle palkille voidaan sallia, kun varmuusluku palkin kriittisin poikkileikkaus on taysin plastisoitunut. Oheisessa kuvassa profiilin mitat
sortumisen suhteen on 2,5. Materiaalin otaksutaan olevan kimmoista ovat millimetreja. Myétéraja on o, = 300 MPa ja palkin pituus L =3m.
ideaaliplastista myotérajan ollessa 240MPa . Vastaus: P, =26,5kN . m 150
g l«——|
b 12P | 100mm | q 20 %[—]_
20mm
! $ -
- 10 200
20mm|80mm e L WS M
| |
A2 N4 v
0,4m 0,4m 0,4m £20mm 201 CO
le——l 50
3. Tarkastellaan oheista tasasivuisen kolmion muotoista poikkileikkausta. (a) Osoita I1l.  Oheinen ympyrapoikkileikkauksellinen sauva AC on padista A jéykésta kiinnitetty
etta funktio ja paa C on vapaa. Vapaata paata kuormittaa vaantomomenttikuorma T =3kNm.
¢(y,z):GH[—E(yZ+zz)+i(y3—3yzz)+£a2] Lisaksi valilla AB on _Igyor_mitul_(.se?a ta_san ja_k"aut_unut vééptﬁmomenttikuorma
o2 2a " 27 m=200 Nm/m. Méaaritd ja piirrd leikkausjannityksen jakauma tuella A
on poikkileikkauksen ~ vaantojannitysfunktio nayttamalla, etta se toteuttaa sijaitsevassa poikkileikkauksessa seka madritd sen suurin arvo. Maaritd myos
vaantojannitysfunktion  differentiaaliyhtalon  ja reunaehdot. (b) Maarita leikkausjannityksen suurin arvo kohdassa B. Sauvan halkaisija on D =60 mm ja
leikkausjannitysten z,, ja z,, lausekkeet seka piirra niiden kuvaajat y—akselilla sen pituuson L=1m.

ja  poikkileikkauksen  ylareunalla y=-a/3. (c) Madritd lauseke
poikkileikkauksen vaantdjayhyysmomentille 1,. (d) Maaritd resultoivan
leikkausjannityksen itseisarvoltaan suurin arvo 7., kun poikkileikkauksessa
vaikuttaa vaantdmomentti M, . Osittainen vastaus: 2a
a’ M.a
© l=—7 @) 70 =—+
' 1543 21, x
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Ratkaisut Ratkaisut
L 150m
— z |< 150mm |
y, =150mm
300m 5 —Yaya = 213,10mm
y, =291,1Imm
C, ,
Y1yu =35,5mm
NV 1 ~ - Y, 2 = 86,90mm
Yiaa = 92,5mm I I ’
y
Kimmomoduulisuhde: y
M 50-10°Nmm
LB 12 g0 T = Yo =g g 100t o - 22 0MPR
TE, 200 ' ‘
o=y, = S0IONMM o) oim =103, 2MPa
Muunnetun poikkileikkauksen ala ja pintakeskio: I 44,83-10"mm
. 6
A =2184mm?, A, =150-300 = 45000mm?, A = A+ nA, = 4884mm® e =y, o =0,06. 020 NMM__ 513 10mm) = -14,3MPa
’ I 44,83-10°mm —
Ay, +nAy, 2184-291,1+0,06-45000-150 M 50-10°Nmm
= = =213,10mm =n— = ik =
Yor A 4884 Cpaa =N ) Yoaa = 0,0 24.83.10°mm”* 86,90mm =5,8MPa

Muunnetun poikkileikkauksen jayhyysmomentti z-akselin suhteen: Teraksen suurin sekd puun suurin ja pienin normaalijannitys:

I, =1, +y?A =0,549-10° + 291,12 - 2184 = 185,62 -10° mm®* Oyme =103,2MPa, o, =58MPa, o, =—14,3MPa
150-300°

T +150% - 45000 =1350-10°mm*

- 2N
Izz_|72+yzA2_

|, =1,+nl,,=18562-10° +0,06-1350-10° = 266,62 -10°mm"*

Muunnetun poikkileikkauksen jadyhyysmomentti pintakeskitakselinsa
suhteen:

I =1,=1,-Yy>A =266,62-10° — 213,107 - 4884 = 44,83 -10° mm*

r
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2.
20 mm :
80 mm
20mm 1
B | 60 mm |

Neutraaliakselin (NA) asema:

A=(100-20+80-20+60-20)mm? = 4800 mm?,
Ay = Ay, = Al 2=2400 mm?,
Ay, =100-20mm +20mm-e = 2400mm’ = e =20 mm.

Poikkileikkauksen staattiset momentit ovat:

Sy1a = (60-20-70+20-60-30)mm?® =120000 mm®,
| Syia | = (100-20-30+20-20-10)mm® = 64000 mm®.

Poikkileikkauksen plastinen taivutusvastus:
W, =S,,+1S,, | = (120000 + 64000)mm?® =184000 mm?®,

Poikkileikkauksen taysplastinen momentti:

M,=o,W, = 240%484000 mm® = 44,16 kNm .
mm
Tukireaktio A
2P
v |
A B (e D

0,4m \
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D) A -1,2m—-P-0,8m-2P-0,4m =0 = A/:%P
Taivutusmomentit pisteissé B ja C:

‘t 0,4m |

4

A cl M.
»  osm , 04m
ﬂP 5 4 2
3 C MC—§P~0,8m+P~O,4m:0 = MC:P.gm

Koska taivutusmomentit tuilla A ja D ovat nollia ja taivutusmomentin jakauma
kuormittamattomilla véleilld AB, BC ja CD on lineaarinen, on palkin suurin
taivutusmomentti pisteesséa C, joten

Rajatilassa M, =M, joten plastiselle rajakuormalle saadaan

P, %m = 44,16 KNm = P, :%44,16 kN :;44,16 kN = 66, 24kN

Varmuusluku sortumista vastaan on n=P, /P, joten sallitulle kuormalle saadaan

P
b =P BN oo
n 25
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Ratkaisut Ratkaisut
3: a a
t— t—
_ — ZZ Zl _ 4+ = \/_ = \/_ —_—
(a) Derivoimalla funktiota £-h YZ—yi(y B = Z_J— §+§(y+ ) == §+§(y+ 3)
1 1 2 3 3 3 3
#(y.2) =GO~ (y* +2°) +—(y° -3yz*) + - a’]
2 2a 27 ~_1 2a
kerran saadaan TR -9
99 =Go[- y+ (y -z%)], %:—GH(HE y)z, Kohta tarvitaan z:n nelid, joten sille saadaan
oy oz a ;o 122 14,
ja toisen kerran **(*—Y) = —fay+y %)
2
gyl _Gg(l_gy) E;é:_ee(“gy). VaantOJanfltysfunktlolli nalllareun0|lla25aadaan
=G€—— ‘+ 7 toa ¥ —3yz? +—a2
Kenttayht&lon ¢ 50 ) (v =3y2) ]
¢ ¢ 1, 1 4a2
—+—+2G0=0 =GO[-Zy* - =(— ——a —fa +— a )t
EYMPY: -5V =56 y+y?)+ (y y+zay’ —y)+-a’]
tulisi toteutua. Vasen puoli saa muodon
ETY P 3 3 :GH(—fy +§y2 Zy - E ay + E y—2—27a +—a) 0 OK.
aT/?JrﬁJrZGH GH(l—gy)—G9(1+gy)+269:0 OK. (b) LeikkaUSJannltyksHIe saadaan
yhtald sii i 0 0
Kenttayht&ld siis toteutui. ”s ry=2t ¢ 69(1+ V2 . __g Ga[y— (z_zz)]‘
ﬁ Niille saadaan yfakselllla z=0
7 £, 0,020, 7,(5,0)=60a( - 2¥
a jaylareunalla y=-a/3
a 3a
-—,2)=-GO(1l-——-)z=0,
7y (=3:2) €--3)
N a a 3 a’ Gaa
-—,2)=GO[-———(—- %) =——(-1+ 3—
Y 7o 3 ) =G0l 3 2a(9 )] (= )
Reunaehdon ¢ =0 poikkileikkauksen reunoilla tulisi toteutua. Poikkileikkauksen . L
ylareunan yhtald on Leikkausjannitys 7,,: _Géa
__a 2
--3 B
Vaantéjannitysfunktiolle talla reunalla saadaan
a 1 _a 1 a a 2 Goa
#o5D) =GO-2 ) + 21+ l(-2) -3 )71+ -2’} -
3 27 2 0
2 2 2 2 z
—eo-d & T2 2y 0 ok
18 2 54 2 27 A
Reunaehto yldreunalla siis toteutui. 6
Poikkileikkauksen vinot reunat kulkevat pisteiden (yl,zl):(—a/3,¢a/\/§) ja
(Y,,2,) =(2a/3,0) kautta. Niiden yhtaldiksi saadaan siten
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(c) Merkitaan vinojen reunojen yhtaloita
1 2a ) z 1 2a V).
T BG VETES
Vaantolayhyysmomentllle saadaan
2a/37,(y)

1 1 2
A=— GO[-=(y* +2°) +—(y* -3yz?) +——a’]dyd
j¢(y) 6o 1, | CAU T2 (-3 ety
2a/32,(y)

.f -y -22+= y —7yz +—a ?)dydz

-al3z(y)
2al32,(y)

| (-y z—z—+1ysz—7yz L ?7)dz
a3 () 3 a 27
2a/32,(y)
= | | Hat -y e ye- G Dzl
_ai37,(y)

2al3

- 4G -y + 2 NE ) -2~ G+ D) - 20 Dz
s a 3 a
2al3

5 LG ey NG -G DG

-al3

2 2al/3 10 3 2 y4
—a - —fa —y ———)dz
f-a[s(243 81 &y 9 v 9’ 3a)
223/3£3 4 4 i47£y75_ a4
( a’y’-—cay'+—y =
"B, 2437 Ta 27 18° 15a’ 153

(d) Kalvoanalogian ja symmetrian perusteella voidaan paatelld, ettd itseisarvoltaan
suurin resultoiva leikkausjannitys on kunkin sivun keskipisteessd. Se on helpoin
laskea yl'asivun keskipisteessé LeikkausjannityskomponenteiIIe saadaan

3 a’ G6a
T O _—G¢91—70 0, r O GO[-———(—- 0)]=—""7-.
w (=750 ( ) xz( ) = [3 2a(9 )l )
ja resultowalle IelkkaUSJannltykseIIe

o =\/Tx (2,07 +7,(-2,0p =202 _Ma
3 3 2 2l
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1. Oheinen ohutseindmainen profiili (seuraavalla sivulla) on koottu hitsaamalla
yhteen poikkileikkaukseltaan puoliympyrdn muotoinen profiili ja kolme
lattarautaa pitkittéishitseilld A, B, C ja D. Poikkileikkausta rasittaa 20Nm:n
suuruinen vaantdmomentti. Maarita suurin leikkausjannitys poikkileikkauksessa,
kun (a) hitsaus on tehty moitteettomasti ja (b) kun sauma D on unohtunut hitsata.
Maarita myos sauvan vaantymé poikkileikkauksen kohdalla molemmissa
tapauksissa. Sauva on teréstd, jonka leikkausmoduuli on G =80GPa. Vastaus:

@) 7,,, =17,95MPa 0 =1,64-1021/m, (b) 7, =518,5MPa, 0 =3,241/m.

@ = (b)
: ()
cf-———#--Wp= c D

Imm Imm 20mm

A
| 20mm |
2. Oheinen putki on tehty niittaamalla kahdesta suorasta ja kahdesta taivutetusta
kevyt-metallilevystd. Madritd pitkittdissaumojen suurin mahdollinen niittien
valimatka, kun poikkileikkausta rasittaa vaantémomentti 6 kNm. Niitin halkaisija
on d =6mm ja niitin suurin sallittu leikkausjénnitys g, =90 MPa . Niitinreidn

reunan suurin sallittu pintapaine on pg,; =180 MPa. Vastaus: 64,8mm.

300

0 2
«—30

3. Halkaistun ympyraputken muotoista ulokepalkkia AB rasittaa sen oma paino.
Tarkastellaan kahta tapausta, joissa putken halkaisukohta on (a) pystytasossa ja
(b) vaakatasossa oheisten kuvien mukaisesti. Maé&rita suurin palkissa vaikuttava
normaalijannitys ja leikkausjannitys molemmissa tapauksissa.

Vastaus: (a) ja (b): o, ... =100pga, tuella A ylareinassa.

(@) 7, =20p0a (b) 7,, =640pga, tuella A korkeudella z=0.

e
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Palautettavat kotitehtavat:
Palautus pe 7.12 klo 16.00 mennessa Nopassa olevien ohjeiden mukaisesti.

I Oheista  poikkileikkausta rasittaa 100 Nm:n vaantdmomentti. Laske
poikkileikkauksessa vaikuttava suurin leikkausjannitys sek& poikkileikkauksen
vaantymad. Materiaalin G =80 GPa .

15 mm 15 mm
—>| —>|

5mm
v

7

80 mm

) 100 mm |
1 1

Il. Maéritd  oheiselle  puoliympyrdn muotoiselle  ohutseindiselle  suljetulle
poikkileikkauk-selle sallittu suurin vaantémomentti, kun suurin sallittu
leikkausjannitys on 70MPa. Mika on talléin vdédntyma ?  Materiaalin
G =80GPa.

20 mm

7

\LSO mm

T

| 240 mm |

Il Oheisen kaksitukisen palkin vasemman pddn A sarananivel mahdollistaa
kiertymisen vaakasuoran poikittaisen akselin ympaéri ja oikean paan B liikkuva
niveltuki mahdollistaa liikkeen vaakatasossa. Palkin keskelld laipan reunassa
vaikuttaa pistekuorma P. Maéritd palkin suurin ja pienin normaalijannitys seké
suurin  leikkausjénnitys sek& niiden vaikutuspisteet. M&aaritd tulokset
likimaaraisesti kdyttden ohutseindmdisten poikkileikkausten poikkileikkaus-

suureita.
P

] a

l 10,
|
A /17 B 1\
L © a a
— - - <~ g
e 2 2
I l | a
L=10a =~ E
|b)|
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A=20mm - 20mm + % -7 - (10mm)®

=557,08mm?

W, =2At . =2-557,08mm? -1mm

=1114,16mm?®
. 3

T = A _20N-A0MM _ 17 95 N _ 17 g5mpa

W, 1114,16mm mm =
4->ds z 20mm 20mm g -10mm —8142

Imm Imm

2 2

= 4A _ 4 (557,08mm ) —15246,8mm*
(ﬁ@ 81,42
t
M, 20N -10°mm

TGl 80-10°N/mm’ -15246,8mm*

(b) Jim
7
1 I, =%Zsitf
cf---F-- D = ;
o =2[20-2° +2-20-1° + 710-2*]mm"*
m =77,14mm*
A T I, 77,14mm*
20m W, =—t =020 _ 58 57mm?
e——l tax 2mm
. 3
T = _2NA0MM_ gy 5 N _ 515 5pipa
W, 38,57mm mm =
3
p=M.__ 2ONA0mm 55, 405 1 _3941
Gl, 80-10°N/mm*®-77,14mm mm _ m

t

=164 -1075i=1,64'107Zi
mm m
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Ratkaisut
2.
2mm
L \l/ L J—
=" A =
2 mm_> - 2 mm_> -
300 mm
= - -
¢2mm
300 mm

Suurin leikkausjannitys

oM
max Wt 1
missd vaantdvastus on
W, = 2At,i, = 2-(300 mm)2-2 mm =3.60-10°mm?,

joten suurimmalle leikkausjannitykselle saadaan

6-10° Nmm N
T = =16.66
M 3.60.10°mm? mm?

Leikkausvuo liitettavien osien vélilla on

0= Tpaxt =16. eel 2mm =33, 33%

mm

Suurin niitille sallittu leikkausvoima on
2 N
Qn = An‘l'san =7Z"(3 mm) 9072 =2544 N .
mm

Niitti ottaa leikkausvoimallaan vastaan vaannosté aiheutuvan leikkausvuon. Tasta
seuraa yhtélo

q'IZQw

josta saadaan ratkaistua niittien valimatka |
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Ratkaisut
| = & = 72544 E =76.3mm.
9 3333
mm

Tarkistetaan ettei reidn suurin sallittu pintapaine ylity. Kun niittien vélimatka on
edelld laskettu, on niitinreidn pintapaine

N
33.33——.76.3
Q _ql mm mm

N N
S0 _Qt_ =211.9 > Py =180 ——
P=id td 2mm-6 mm mm? Pl mm?

eli pintapaine ylittyy ja suurin sallittu pintapaine maardd suurimman niittien
valimatkan, jolle saadaan

td Dot = 2 mm~6’r:lwm 180N 5 =64.8mm,
33.33— mm
mm
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Ratkaisut

3.

Tasan jakautunut kuorma: g, =2za-t- pg =%pga2

Pintakeskio ja vaantokeskio:

Pintakeskio6 C on ympyrdn keskipisteessd. Vé&antdkeskion asemalle
saadaan

2 =
sinz —zcosx
e,=2a—————" =724

T —Sinzcosx
N7z

Yy =
z, =-2a
Poikkileikkaussuureet:
0
I, =ta®(z —sinzcosz) = rta® = ——a*, |, _2par = 2T g
10 3 3000

Tasan jakautunut vaantdvd momenttikuorma: Omasta painosta aiheutuva
kuorma ¢, kohdistuu pintakeskioon. Siitd aiheutuu tapauksessa (b)

vaantokeskiton tasan jakautunut vaéntdva momenttikuorma.

2r
m, =—0,-2a= _?Pga3-
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Ratkaisut

Leikkausrasitukset:

Koska g, = vakio, Q, on lineaarinen ja M, on kvadraatinen.
Koska m, = vakio, M, on lineaarinen.

Piste A:
O L —qoL= =q,L
T mO QyA qO _O = QyA _qO
My A | M, +m,L=0 = M, =-mL
L qlL L M L q,L°
= — +QL-—=0 = M,, =——
2 | 2 | ZA qO 2 zZA 2
| U
Keskipiste C:
M, 2
°r. %L L %l
e C M, + 5 4—0:>MZC— g
o
Lt
4

Itseisarvoltaan suurimmat arvot ovat kaikki pisteessé A.

T
Qy,max = QyA = qol— = E,Ogaz -10a= 27Z'pga.3

2
M, min =M,a =—%= ; gpga -(10a)* =-107pga*

M

t,min

=M, =-mL= —%pgaﬁ -10a=—4zpga‘ (tapaus (b))

Tapauksessa (a) m, =0 jasiis M, =0

Suurin normaalijannitys:

Tapaukset () ja (b):

Suurin normaalijénnitys on yl&reunassa (y =-a)

M, in -107pga’
Gx,max = |— . (_a) = —p?

-(-a)=100pga

10
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Ratkaisut

Suurin leikkausjannitys:

Tapaus (a):

Suurin leikkausvoimasta aiheutuva leikkausjénnitys on z —akselilla

1
—

. T — .92
2 SIn— 7: l<_ g
S (0) zat - e _ﬂ'a— —2 a=£a3 i £ _/. t=—
10 7 5 = 10
2 y
5,000 27rpga3'1a3
Tomax = y;nax Zzt T Sa =20pga
7a4.2.7
10 10

Suurin vaantomomentista aiheutuva leikkausjannitys z,, ., =0

Suurin kokonaisleikkausjannitys

Tmax = TQ,max + z-M,,max = zopga

Tapaus (b):
Suurin leikkausvoimasta aiheutuva leikkausjannitys on z —akselilla

1
27pga®-=a’

_ ymax z(o) P9 5
S T V|

10 10

=40p0a

Suurin vaantdmomentista aiheutuva leikkausjannitys

IMiinl IMiin | 4mpga’
T — ,min — ,min — _600 a
MW, I/t 27 .. 10 r9
3000° a

Suurin kokonaisleikkausjannitys

7'-max = TQ,max + TM[,max = 640pga
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