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1. Avointen ohutseinamaisten sauvojen
toiminnasta

1.1 Siirtymaotaksuma

Tarkastellaan suoraa sauvaa, jolla on ohutseindméinen avoin
poikkileikkaus ja jonka akseli yhtyy x-—akseliin (vrt. kuva 1.1).
Otaksutaan, ettd poikkileikkaus on sauvan akselin suunnassa
muuttumaton. Merkitddn pitkin poikkipinnan keskiviivaa mitattua
pituuskoordinaattia symbolilla s. Ndin keskiviivan parametrimuotoiset
yhtél6t ovat

y=y(s),
N (1.1)

Merkitddn koordinaattia s vastaavaa profiilin keskiviivan yleista pistettd
Kirjaimella P.

() (b)
s=0

Kuva 1.1: Avoin ohutseindmdinen poikkileikkaus (a) haarautumaton ja
(b) haarautuva

Tassd tarkasteltavassa avointen ohutseindmaisten sauvojen teoriassa
otaksutaan, ettd palkkia kuormitettaessa sen poikkileikkauksen projektio
y,z —tasossa (vrt. kuva 1.1) sdilyttdd muotonsa eli projektion liike on

jaykan kappaleen tasoliikettd. Kun sauvaa kuormitetaan se taipuu,
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jolloin sen poikkileikkauksen projektio saa translaation, ja véantyy,
jolloin  poikkileikkauksen  projektio saa rotaation. Kutsutaan
poikkileikkauksen liikkeen siirtopistetta vaantokeskioksi V: (yy,zy)

Sille kdytetddn myds nimitysté leikkauskeskio.

50
" =m+q, (20 —2,) + 6, (Yy — Vo)

yQ - Y

Kuva 1.2: Poikittaisen jakautuneen kuorman redusointi vaikutus-
suoraltaan vaantokeskidakselille

Sauvaan  vaikuttavan  jakautuneen  kuormituksen  ajatellaan
muodostuvan pitkittaisesta viivakuormasta q,(x), joka vaikuttaa

pintakeskidakselilla, poikittaisista viivakuormista q,(x) ja q,(x),
joiden vaikutussuoran ja poikkileikkauksen leikkauspiste on Q: (y,,Z,)
sekd vaantavasta pituutta kohti lasketusta voimaparista m(x).

Esitettdvan teorian yhteydessd poikittainen kuormitus on tarkoituksen
mukaista redusoida (siirtdd) vaikuttamaan vaantokeskidakselille (vrt.
kuva 1.2). Talléin  jakautuneeksi  vaantavaksi  momentiksi
vaantokeskiakselin suhteen tulee

m :m_qy(ZQ_ZV)+qz(yQ_yV)' (1-2)

Merkitddn poikkileikkauksen yleisen pisteen P X,y,z —siirtyma-
komponentteja symboleilla u, v ja w. Pisteen P poikittaiset siirtymat
v(x,S) ja w(x,s) saadaan vaantokeskion V translaatiosta ja sekd sen

ympéri tapahtuvan rotaatiosta aiheutuvien siirtymien (vrt. kuva 1.3)
summana eli
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V=W, + @ rcosf=v, — ¢ (z2-1zy),

. (1.3)
W=Wy, +@rsin f=wy, + ¢ (Y- Yy),

missd vy, (X) ja wy,(x) ovat vaantokeskion V poikittaiset siirtymat ja
@ (x) on poikkileikkauksen vaantokulma.

Y—Yv

z

Kuva 1.3: Véaantokeskion V siirtymét v ja w sek& rotaatiosta aiheutuva
pisteen P siirtymat ¢rcos S ja ¢ rsin g

Profiilin keskiviivan suuntaiselle siirtymakomponentille ug(x,s) saadaan
kuvan 1.4 perusteella

Ug =VCoSa + Wsinea, (1.4)
missa a on profiilin keskiviivan tangentin ja y —akselin vélinen kulma.

Tehd&an teknisen taivutusteorian mukainen otaksuma, jonka mukaan
liukuma y,s profiilin seindman tasossa haviaa. Saadaan
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ou | Oug 0 ou _ Oug

=—4+— = — — 15
" =5 T ox 0s OX (15)

Kuva 1.4: Pisteen P siirtymén poikkileikkauksen keskiviivan suuntaisen
komponentin u, maarittdminen

Integroimalla saadaan t&sté pisteen P aksiaaliselle siirtymélle lauseke

P
ou
u(x,s)=u(x,sp) — | —>ds, (1.6)
0 F{&x

missa piste P, on niin sanottu nollapiste (vrt. kuva 1.5) ja u(x,Sy) on
nollapisteen aksiaalinen siirtyma. Siirtyméan ug X —osittaisderivaatalle
saadaan (koska kulma « ei riipu koordinaatista x)

oug oV ow . ovdy owdz
—S =_"cosq +—Sihnag=——2 +——
OX  OX OX oxds oxds (1.7)
v Y, Lt itz - 2) L (- ) D |
Vids Vs V7ds Vs
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A\
\
P, _\ ) dz
a \ SINa =—
s s N\ ds
s=0 >0 \ dy
sy P COSazd—
S
dy ds
X dz\ \
O N z
\
\
\
\
\
\
s=I \\
A A
y

Kuva 1.5: Koordinaatti s, nollapiste P, sekd keskiviivan suuntakulman
o sini ja kosini pisteessa P.

missé tavallisille derivaatoille koordinaatin x suhteen kdytetdén
tavanomaista ylapilkkumerkintad. Lausekkeesta (1.6) seuraa nyt

P P
u(x,s) =u(x,Sqy) — VW I dy —w, J. dz
Po Po

P
— ¢ [ [=(z = 2)dy + (y - yy)dz]
Po

=U(x,Sp) =V (X)[Y(S) = Yol =Wy [2(s) = 7]

(1.8)

P
— g [ [z = 2y)dy + (y - yv)d2],
Po

missid Yo = Y(Sg), Zp=2(Sp) ovat nollapisteen koordinaatit. Ottamalla
huomioon, ettd nollapisteen aksiaalinen siirtymé& on

Uu(X,8p) = Uc (X) =y (X) Yo — Wy (X) 2, (1.9)

missa uc (x) on palkin akselin aksiaalinen siirtymé seké merkitsemélla
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p
o(s)= [ [-(z-2y)dy + (y - v )]dz (1.10)
Po

saadaan profiilin yleisen pisteen P aksiaaliselle siirtymélle lauseke

u(x,8) = uc (x) = v (X y(s) — Wy () 2(8) — ¢t (X) (). (1.11)

Suure @(s)=amy(s) on poikkileikkauksen niin sanottu sektoriaalinen

koordinaatti pisteen Veli vaantokeskion suhteen. Poikkileikkauksen
sektoriaalinen koordinaatti @ on siis sen Kkeskiviivalla madritelty
koordinaatista s riippuva funktio (samalla tavalla kuin myos koordinaatit
y jJja z kaavassa (1.11)). Sen ja vé&antokeskion maarittdmisen

problematiikkaa tarkastellaan yksityiskohtaisesti liitteessaé A. Todetaan
ettd, jos kysymyksessa on puhdas veto tai puristus, sauva ei taivu eika
vaanny eli vy, =wy =¢ =0 ja u=uc. Talldin kaikki poikkileikkauksen
pisteet saavat vakio siirtymén uc. Jos on Kysymyksessé puhdas taivutus
X,y —tasossa, Uc =Wy, =@ =0 ja u=-w,y. Talloin poikkileikkauksen
aksiaalinen siirtymé& u on suoraan verrannollinen koordinaattiin y
verrannollisuuskertoimen ollessa vaantkeskion taipuman derivaatan vy,
vastaluku. Jos on kysymyksessd puhdas taivutus X,z —tasossa,
Uc =W =@ =0 ja u=-w,z. Talloin poikkileikkauksen aksiaalinen
siitymda u on suoraan verrannollinen koordinaattiin z
verrannollisuuskertoimen ollessa vadntokeskion taipuman derivaatan wy,
vastaluku. Jos on kysymyksessa puhdas vaantd uc =w, =w, =0 ja
u=—-g/w. Talldin poikkileikkauksen aksiaalinen siirtymé u on suoraan

verrannollinen sektoriaaliseen koordinaattiin @ verrannollisuus-
kertoimen ollessa vaantokulman derivaatan ¢ vastaluku. Todetaan

edelleen, ettd puhtaassa vedossa tai puristuksessa poikkileikkauksen
aksiaalinen siirtyma u oli siis vakio, puhtaassa taivutuksessa X,y — ja

X,z —tasossa vastaavasti y— ja z—suunnissa lineaarinen. Puhtaassa

vaannossa poikkileikkauksen aksiaalinen siirtymd u on sektoriaalisen
koordinaatin muotoinen. Todetaan lopuksi, etta nollapiste P, on se

profiilin piste, jossa sektoriaalinen koordinaatti havida. Se on myds se
poikkileikkauksen piste, jossa puhtaan vaannon tapauksessa
aksiaalinen siirtyma on nolla.
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1.2 Poikkileikkauksen normaalijannitys ja sita
vastaavat jannitysresultantit

Poikkileikkauksen yleisen pisteen P aksiaaliselle venymaélle &, (X,s)
saadaan venyman &, ja siirtyman u yhteydesta

o (%:9) = 2 =UE ()~ ¥ (0 (5) ~ WGy (002(6) - H()(s)

ja edelleen

&x (X,8) = &(X) + &, (X) Y (8) + &y (X)2(8) — ' (X) eo(s), (1.12)

missa

£(X) =uc (X), &7 (x) =-vy (X), &y (x) =-wy(x), O(x) =g (x).| (1.13)

ovat vastaavasti sauvan pintakeskioakselin venyma, véaantokeskidakselin
kayristyma X,y —tasossa, vaantokeskidakselin kayristyma x,z —tasossa

ja vaantyma. Todetaan, ettd puhtaassa vedossa tai puristuksessa
poikkileikkauksen aksiaalinen venyma &, on siis vakio, puhtaassa

taivutuksessa X,y — ja X,z —tasossa vastaavasti y— ja z—suunnissa

lineaarinen sek& puhtaassa vaannossa poikkileikkauksen aksiaalinen
venyma ¢, on sektoriaalisen koordinaatin muotoinen.

Poikkileikkauksen yleisen pisteen P normaalijannitykselle o, (x,s)
saadaan nyt Hooken lain ja lausekkeen (1.12) perusteella tulos

oy (X,8) = E&(x) + Ex, (X)y(s) + Exy (X)z(s) — EF'(X)(s). (1.14)

Todetaan taas, ettd puhtaassa vedossa tai puristuksessa poikkileikkauksen
normaalijannitys o, on vakio, puhtaassa taivutuksessa x,y— ja

X,z —tasossa vastaavasti y — ja z —suunnissa lineaarinen sekd puhtaassa
vaannossa poikkileikkauksen normaalijannitys o, on sektoriaalisen
koordinaatin muotoinen.

Poikkileikkauksen aksiaaliseen rasitukseen  ja  taivutukseen
jannitysresultantit normaalivoima N(x), leikkausvoimat Q,(x) ja
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Q,(x) taivutusmomentit M, (x) ja M,(x) madritellaan tavanomaiseen
tapaan kaavoilla

N = Iadi,
A

Qy =[rqdA Q,=][r,0A (1.15)
A A

My = [oxzdA, M, = o, ydA
A A

Vaantoon liittyvat jannitysresultantit vaantomomentti M, (X) ja niin
sanottu bimomentti B(x) méaéritelldan kaavoilla

My = [[=7y (2= 2y) + 7 (Y = YW )I0A,
A

(1.16)
B= IaxwdA.
A

Normaalivoiman, leikkausvoiman ja taivutusmomenttien maarittely-
kaavat (1.15) ovat tavanomaista muotoa. V&antdmomentin
méaérittelykaava (1.16a) poikkeaa Rakenteiden lujuusopin Kkurssissa
esitetystda madrittelystd siind, ettd kaavassa (1.16a) vaantdmomentti
méaritellddn leikkausjannitysten momentiksi véantokeskion suhteen.
Massiivisten  poikkileikkausten Sain  Venant’in  vaantdmomentti
madriteltiin leikkausjannitysten momentiksi pintakeskion suhteen. Tamé
johtuu siit4, ettd tavanomaisten massiivisten poikkileikkausten
vaantokeskion voidaan usein otaksua sijaitsevan pintakeskidssg, jolloin
y, =2, =0 ja kaava (1.16a) Rakenteiden lujuusopin kurssissa esitetyn

muodon. Kaava (1.16b) mukainen bimomentti on kokonaan uusi
jannitysresultantti, jonka kayttokelpoisuus kay ilmi jatkossa. Havaitaan,
ettd taivutusmomenttien M, ja M, madrittelykaavoissa (1.15d ja e)

integrandeina (momenttivarsina) ovat koordinaatit y ja z. Bimomentin

maéarittelykaavassa (1.16b) integrandina on vastaavasti sektoriaalinen
koordinaatti . Sijoittamalla normaalijannityksen lauseke (1.14)
jannitysresultanttien lausekkeisiin (1.15) ja (1.16b) ne saadaan muotoon
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N =EAs + ES,x, + ESyx, —ES 0,
M, =ES,¢ + El,x, + El,x, — El, 0",

, (1.17)
M, =ES,¢+ El,x, + El x, —El,0',
B=ES,¢ +El,,x, + El,,x, —El 0"
missa
A= j dA (1.18)
A
on poikkipinnan pinta ala,
S, =jydA, S, :jsz .S, = ja)dA (1.19)
A A A

ovat poikkileikkauksen staattiset momentit z — ja y —akselien suhteen ja
niin sanottu sektoriaalinen staattinen momentti,

l,=[y?dA, 1, =[2%dA, 1, =[w’dA (1.20)
A A A

ovat poikkileikkauksen jayhyysmomentit z — ja y —akselien suhteen ja
ns. sektoriaalinen jayhyysmomentti seka

ly, = j yzdA, 1, = j zodA, 1y, = j ZewdA, (1.21)
A A A

ovat poikkileikkauksen tulomomentti ja  ns. sektoriaaliset tulo-
momentit.

Koordinaatisto Xx,y,z valitaan tavanomaiseen tapaan siten, ettd x — akseli
yhtyy poikkileikkauksen pintakeskitakseliin, jolloin staattiset momentit
Sy Jja S, haviavat. Tassa tarkastelussa edelleen sektoriaalisen
koordinaatin nollapisteen P, asema s, tullaan valitsemaan siten, etta
sektoriaalinen staattinen momentti S, myo6s haviaa. Jatkossa tullaan

my0s nédkemaén, ettd vaintokeskion V suhteen madritetyn sektoriaalisen
koordinaatin avulla lasketut sektoriaaliset tulomomentit 1, ja I,,
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haviavat. Nain jannitysresultanttien ja muodonmuutossuureiden yhteydet
(1.17) saavat yksinkertaisemman muodon

N = EAg,

M., =El.«x, + El ,x,,
z %z yzty (1.22)

M, =El,x, + Elyxy,

B=-El_0.

Jos lisdksi koordinaattiakselien y ja z suunnat yhtyvat poikki-
leikkauksen péaajayhyyssuuntiin myo6s tulomomentti |
kaavat (1.22) yksinkertaistuvat viel& muotoon

. haviaa ja
N = EA¢,
M, =El,x,,

(1.23)
M, =Elx,,
B=—-El_@.

Tamé tilanne esiintyy, jos poikkileikkaus on symmetrinen. Tall6in
esimerkiksi  koordinaatiston y —akseli voidaan asettaa yhtymaan

poikkileikkauksen symmetria-akseliin, joka on toinen paajayhyysakseli.

Ratkaisemalla  muodonmuutossuureet  jannitysresultanttien  avulla
yhtaloista (1.22) saadaan

N
£=—0o,
EA
LM My
Z 2 !
E(l,1, -12) 20
1My~ 1M, '
Ky = 2"
E(l,1, -12)
g-_—5_
El

Sijoittamalla ndmé poikkileikkauksen normaalijannityksen lausekkeeseen
(1.14) saadaan
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oy(s) =2 ety
Al —1g
1M, —1,M B (125)
+ =2 7(s) +—(s).
11, — 12, o

Jos koordinaattiakselien y,z suunnat yhtyvat poikkileikkauksen

paajayhyyssuuntiin tai poikkileikkaus on symmetrinen, lauseke (1.25)
yksinkertaistuu muotoon

o () :%+¥y(3) +¥z(s) ' IEa)(S). (1.26)

z y o

Koska kaavoissa (1.25) ja (1.26) tarkastellaan jannityksen jakautumista
tietyssd poikkileikkauksessa, on siind esiintyvien suureiden riippuvuus
koordinaatista x jatetty selkeyden vuoksi merkitsemattd. Kaavalla (1.25)
tai (1.26) voidaan méaérittdd poikkileikkauksen normaalijannitys-
jakauma, Kkun jannitysresultantit tunnetaan. Todetaan, ettd
lausekkeiden oikean puolen ensimmadinen termi ilmaisee normaalivoiman
N osuuden, toinen ja kolmas termi taivutusmomenttien M, ja M,

osuudet sekd viimeinen termi bimomentin B osuuden normaali-
jannityksestd. Todetaan edelleen, ettd normaalivoiman aiheuttama
normaalijannitys on vakio, taivutusmomenttien aiheuttamat jannitykset
jakautuvat lineaarisesti sekd bimomentin aiheuttama jannitysjakauma
on sektoriaalisen koordinaatin muotoinen.
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1.3 Tasapainoyhtaltt
Kuvan 1.6a perusteella saadaan sauva-alkion voimatasapainoyhtaloiksi

«  —N+N+Ndx+qg,dx=0
vy, -Q,+Qy +Qydx+q,dx=0
-, —-Q,+Q,+Q,dx+q,dx=0

(@)

(b)

My+M§,dx

Kuva 1.6: Sauva-alkion vapaakappalekuvio (a) voimatasapainoyhtal6itéd
ja (b) momenttitasapainoyhtélgita varten

ja kuvan 1.6b perusteella sen momenttitasapainoyhtéloiksi
X¢/V -M, + M, + M;dx+mdx=0

by —My+M,y+Mydx-Q,dx=0
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c>»>z -M, +M, +M;dx-Q,dx=0

eli

N'+q, =0,
Qy +dy =0,
Q; +4, =0,
M, +m, =0,
Qy=M;,
Q, =M.

(1.27)

Eliminoimalla naista leikkausvoimat Q,(x) ja Q,(x) saadaan nelja
yhtaloa

N'+q, =0,
M; +4, =0, (1.28)
M§§+qz =0,

joissa on neljd tuntematonta: normaalivoima N(x), vaadntémomentti
M, (x) seka taivutusmomentit M,(x) ja M (x). Yhtaloissa (1.28) on

siten neljd yhtaloa ja nelja tuntematonta, joten siind tapauksessa, ettd
myds reunaehdot voidaan ilmaista normaalivoiman ja momenttien avulla,
yhtél6t on ratkaistavissa. Talloin kysymyksesséd on staattisesti maaratty
tehtdvd. Tehtdvdn ratkaisu voidaan suorittaa joko ratkaisemalla
differentiaaliyhtal6t (1.28) ja huomioimalla reunaehdot tai tavanomaisia
statiikan keinoja soveltamalla. Leikkausvoimat voidaan lopuksi méérittaa
lausekkeista (1.27 e ja f). Jos kuitenkin tehtdvén reunaehtoja ei kyetd
ilmaisemaan pelkastddn voimasuureiden avulla tehtdvd on staattisesti
maaraamaton.  Siind  tapauksessa  tasapainoyhtélot  ilmaistaan
siirtymasuureiden uc(X), ww(X), Wy (X) ja ¢ (X) avulla, kuten selvida

jatkossa.
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1.4 Leikkausvuo ja vastaava keskimaarainen
leikkausjannitys

Ohuen poikkileikkauksen leikkausvuolla ymmaérretadn leikkausvoimaa
poikkileikkauksen keskiviivan pituutta kohti. Merkitdan leikkausvuota
poikkipinnan kohdassa s symbolilla qg(s). (Tatd merkintdd ei pida

sekoittaa jakautuneen kuorman komponentteihin ay, q, ja d,.)

Poikkileikkauksen keskiviivan suuntainen keskimaarainen leikkaus-
jannitys 7. leikkausvuon avulla lausuttuna on

= sy 46)
RO= (1.29)

missé t(s) on poikkileikkauksen paksuus.

Leikkausvuo q(s) vaikuttaa myos kohdassa s olevassa profiilin
pituussuuntaisessa leikkauksessa. Tarkastellaan kuvan 1.7 mukaisen dx:n
pituisen profiilin alaosan tasapainoa. Saadaan x —akselin suuntainen
tasapainoyhtalo

%% dx)dA=0.

A-‘r
—qdx + qu — A[ o tdAs + /;[ (o, + P

\s
qadx y

}

P
(ax+aaﬂdx)dA « q\i o, dA
X

” S

/
— ./‘/ +(S)

y
Kuva 1.7: dx:n pituisen profiilin alaosan (s <s'<I) vapaakappalekuvio
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Leikkausvuolle saadaan tasta

OV T NS
A too, A N I, M; — 1, M]
=—Qy + | —2Xds'= + da+ L2 2 Y [ ydA
| Aqxjax A AI I, - 15 v
S At y'z yz AT
SIE N0 5, (5
I M' I M'r—/% ¢ ——
2 y22 Z Isz+—jcodA
Iylz_lyz At 2NS

missa sovellettiin kaavoja (1.25), (1.27¢ ja f). Saadaan edelleen

q(s)= 2 VZQZ S,(s) + 'ZQZ_'VZZQVS <s>+ s »(5),  (1.30)
Iyl =1y ylz =13,

missa

S,(s)= | ydA,
A+

S, (s)= j 2dA, (1.31)
A+

S, (s)= j wdA
A+

ovat ns. osapoikkipinnan pinta-ala, staattinen momentti z —akselin
suhteen, staattinen momentti y —akselin suhteen sek& sektoriaalinen

staattinen momentti. Merkinnalla A*(s) kaavoissa (1.31) ymmarretaan

sitd poikkipinnan osaa, joka j&& tarkasteltavasta kohdasta s katsottuna
positiivisen suunnan osoittamalle puolelle (vrt. kuva 1.7). Sille
poikkipinnan osalle, joka j&& vastaavasti negatiivisen suunnan

osoittamalle  puolelle, tullaan  k&yttdmd&dn merkintdd A (S).

Poikkileikkauksen keskiviivan suuntaiselle keskimé&araiselle
leikkausjannitykselle saadaan nyt tulos

Q- yzQzS(S) 1,Q, —1,Qy Sy(S)JrE'Sw(S)
=15 )yl —1g ts) 1, t(s)

Ty (8)=

. (1.32)
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1.5 Poikkileikkauksen vaantomomentti

Poikkileikkauksen keskiviivan suuntainen leikkausjannitys z . koostuu
leikkausvuota vastaavasta keskimaaraisesta leikkausjannityksesta 7,
joka on poikkileikkauksen paksuussuunnassa vakio, sekd Saint
Venant’in vaannon leikkausjannityksestd z,, joka on jakautuu

paksuussuunnassa lineaarisesti ollen keskiviivalla nolla (vrt. kuva 1.8).

\
\
_\
a \
== _-'\. \
N
\. : dz
S SINa =—
: ds
xy | \¢ xs dy
X TXZ\ COSo :g
® - z
\
\
y

Kuva 1.9: Leikkausjannityskomponentit 7, ja z,,

Poikkileikkauksen keskiviivan suuntainen leikkausjannitys on siis
7,6(8) =T, (8) + 75 (5) . (1.33)

Leikkausjannityskomponenteille z,, ja z,, saadaan kuvan 1.9 perusteella
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d :
T =Ty COS(Z=TXS—y, T, =TSiNa=1

1.34
y o (1.34)

&z
XS ds’

Poikkileikkauksen vaantémomentille M, saadaan madrittelykaavansa
(1.16a) ja kaavan (1.33) perusteella aluksi

Mx = I[_Txy(z — ZV) + Tyz (y — yv)]dA
A
- I[_?xy(z —2y) + Ty (Y — Yy)IdA
A

+ ey (- 2y) + 7 (y =y )I0A
A

ja edelleen

M,=M_ +M, (1.35)

missa

My, = [[=5y (2= 2v) + T (¥ — Yy )I0A (1.36)
A

on keskiméardisesta leikkausjannitysta aiheutuva vaantdmomentti, jota
kutsutaan sektoriaaliseksi vaantdmomentiksi, ja

My = [[=7hy (2= 2) + 73 (y = Yy )IdA (1.37)
A

on vapaan vaannon leikkausjannityksista aiheutuva eli Saint venant’in
vaantomomentti.

Soveltamalla sitten kaavoja (1.34), seka siirtymalla selkeyden vuoksi
tarkastelemaan  haarautumatonta  poikkileikkausta!,  sektoriaaliselle
vaantomomentille M saadaan

dew/ds

|
dy dz do
M = —(z2-zy)—+ — —1]tds=|g—ds 1.38
o[ rsl a2 g+ maly =gl = sy (138)

! Johdettava tulos patee myds haarautuvalle poikkileikkaukselle.
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Soveltamalla seuraavaksi osittaisintegrointia saadaan edelleen

—jdg wds
0 (1.40)
() - q(O)a)(O) jjq ds_—jdq wds.
0

!
0= |
0
0
S10)

Tdassé otettiin huomioon, ettd leikkausvuon arvot profiilin paissd s=0 ja
s=1 hdaviavéat. Sijoittamalla tdhan leikkausvuon lauseke (1.30) saadaan
edelleen

-yt i —ot
— ——
Mw: IyQy_Iyzzsz‘dSZa)d _IZQZ_IyzzQyj'dS S—Ela)dswds
1, =15, o s Iyl =15 o ds lyy S
lye =0 1 =0 Ly
/I_/H /_/% '/I_/%
:IVQV IyZZQZIywtds+ @ yzzQy I z tds+ Iwztds:B'.
9 Pl S 9 Pl I

(1.41)

Sektoriaaliselle vadntdmomentille saatiin siis lopulta yksinkertainen tulos

M =B (1.42)

[2)]

Sektoriaalinen vaantémomentti on siis bimomentin derivaatta.
Sijoittamalla tulos (1.42) keskiviivan suuntaisen keskimadréisen
leikkausjannityksen lausekkeeseen (1.32) saadaan

1, Qy —1,,Q; S (S) 1,Q;, —1,,Qy Sy (s) N M, S,(S)
12 ) L1 () 1, 1)

Txs(8) = (1.43)

y'z

Tama on keskiviivan suuntaisen keskimaaraisen leikkausjannityksen
lauseke lopullisessa muodossaan. Jos koordinaattiakselien y,z suunnat
yhtyvat poikkileikkauksen padjayhyyssuuntiin tai poikkileikkaus on
symmetrinen, lauseke (1.43) yksinkertaistuu muotoon

7 (S):&SZ(S)+&SY(S)+ Ma) Sa)(s)
X L, t(s) 1y t(s) 1, t(s)

(1.44)
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Saint Venant’in vaantéteorian mukainen vaantdbmomentin ja vaantyman
yhteys (vrt. Rakenteiden lujuusoppi kaava (6.8)) on

missa G on leikkausmoduuli ja 1, on vaantéjayhyysmomentti.
Sektoriaaliselle vaantomomentille saadaan kaavojen (1.42) ja (1.23d)

perusteella
M, =-El_68"=-EIl_ ¢ (1.46)

Nain  poikkileikkauksen  kokonaisvéaantomomentti M, =M_+ M,
saadaan lausutuksi vaantokulman ¢, avulla seuraavasti

M, =—-El_¢/"+Gl,¢ (1.47)
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1.6 Aksiaalisen siirtyman, taipumien ja vaanto-
kulman differentiaaliyhtalot

Kaavojen (1.13), (1.22) ja (1.47) avulla saadaan normaalivoima,
taivutusmomentit ja kokonaisvaantomomentti lausutuksi pintakeskio-
akselin  aksiaalisen siirtyman, véaantokeskiOakselin taipumien ja
vaantokulman avulla seuraavasti

N = EAug,
M, =—El, &'+ Gl
My =-El,w - Elywy,

M, =-El, v, — El,wy.

(1.48)

Sijoittamalla n&ma lausekkeet tasapainoyhtal6ihin (1.28) saadaan
differentiaaliyhtalot

EAu: + 0, =0,

Elv, @ +El,wm® =q,, 149
4 4 '
El,w® +El,w, =q,,

El oY — Gl =m.

Ratkaisemalla keskimmaisista yhtaloista v{) ja viy) saadaan edelleen

/4 qX
ue ===,
©EA
1
V$/4) - 5 (Iyqy_lyzqz)i
E(1,1, - 13) 150)
(4) _ 1 |
W' = (=1y.qy +1,9;),
E(lyl, —15%)
(4)_G|t n_ mt
2 Elwgot El

Havaitaan, ettd néissa neljassa differentiaaliyhtélossd on kussakin yksi
tuntematon ja ne voidaan siten ratkaista toisistaan riippumatta.
Ensimmainen yhtal6 on sauvan pintakeskitakselin aksiaalisen siirtymén
uc(x) differentiaaliyhtald, toinen ja kolmas ovat véantokeskidakselin

Rak-54.3100 Rakenteiden mekaniikka 111, Ohutseindmaiset rakenteet 20



taipumien vy, (x) ja w, (x) differentiaaliyhtélot seké viimeinen yhtalo on
vaantokulman ¢, (x) differentiaaliyhtalo. Nahdaan siis, etta aksiaalisen
siirtyman, taipumien sek& vaantokulman madritystehtavat ovat erillisia.
Jos kysymyksessa on symmetrinen poikkileikkaus tai koodinaattiakselit
y Jja z yhtyvat padjayhyysakseleihin, jolloin 1, =0, taipumien
differentiaaliyhtal6t (1.50 b ja ¢) saavat tutumman muodon

@_Y9% @_ 9
vy, = C Wy, = ——. 1.51
VoUELY EL (15D

Namé vyhtalot ovat palkin taipuman differentiaaliyhtalét x,z— ja
X,y —tasoissa. Niiden, samoin kuin aksiaalisesti kuormitetun sauvan
differentiaaliyhtdlon (1.50a) ratkaiseminen on tuttua jo Rakenteiden
lujuusopin kurssista. Tama merkitsee myo6s sitd, ettd Rakenteiden
mekaniikka I:ssa kasitellyt kehittyneemmat tasosauvarakenteiden
kimmoiset analysointimenetelmat, ovat myds kéaytettavissd, kun

kasitelladn avoimista ohuista profiileista koostuvien rakenteiden veto- tai
puristus- seka taivutustehtévaa.
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2. Avointen ohutseinamaisten sauvojen
vaantotehtavan ratkaiseminen

2.1 Johdanto

Todetaan siis, ettd sauvojen, joilla ohutseindmainen avoin poikkileikkaus,
késittely ei vedon ja puristuksen sekd@ taivutuksen osalta juurikaan
poikkea tavanomaisten sauvarakenteiden kasittelystd. Ainoastaan
poikkileikkaussuureiden maarittaminen seka jannitysten maarittaminen ja
esittdminen voidaan kéytanndssd suorittaa hieman eri tavalla. Nain
ohutseindmadisten avoimen profiilien analyysin erityispiirre on sen
vaantotehtdva. Kaytdnnossa analyysi voidaan siis usein suorittaa
erikseen aksiaaliselle kuormitukselle, taivutukselle sekd vaannoélle.
Lopputulos saadaan sitten soveltamalla  superpositioperiaatetta.
Seuraavassa tarkastellaan siis erityisesti ohutseindmaisten avoimien
profiilien vaantotehtdvéan ratkaisemista. Se miten vaantotehtava liittyy
osana kokonaistehtdvan ratkaisemiseen esitetddn esimerkkitehtavien
yhteydessa.

2.1 Vaantotehtavan jaottelu

Ohutseindmaisten  avoimien  profiilien  vaannon  vaantékulman
differentiaaliyhtdlo (1.50d) voidaan esittdd muodossa

My
- (2.1)

4]

@ _ Ky o
P (L) 2
missa

k=L /% (2.2)

on dimensioton vakio. Yhtadlo (2.1) on ns. estetyn vaannon
differentiaaliyhtdld. Riippuen kertoimen k arvoista, voidaan esittdd kaksi
tdman yhtalon rajatapausta.
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Kirjoitetaan differentiaaliyhtal6 (2.1) muotoon

L2 @ ,_  m
(k) ? - Gl,

ja kokonaisvaantdmomentin lauseke (1.47) kdyttden hyvéksi vaantymén
ja vaantokulman yhteyttd 6 = ¢/ muotoon

M, :Glt[—(E)ZHH q].

Jos nyt k on riittavan suuri, termi (L/k)?> on havidvan pieni, ja

vaantotehtdvan differentiaaliyhtdloksi ja  kokonaisvaantémomentin
lausekkeeksi saadaan

m
JERLE 2.3
2 Gl, (2.3)
ja

Tallainen tilanne syntyy, jos poikkileikkaus on sellainen, ettd sen
sektoriaalinen koordinaatti ja siten myds sektoriaalinen jayhyysmomentti
héavidvat. Tallaisia avoimia ohuita poikkileikkauksia ovat esimerkiksi
kapea suorakaide, L-profiili ja T-profiili. Kysymyksessa on vapaa
vaanto, jota on kasitelty jo rakenteiden lujuusopin kurssissa.

@ [ (b) () B=Jr—

. —— U
Kuva 1.7: Ohutseindméisid poikkileikkauksia, joiden sektoriaalinen

koordinaatti vaantokeskion suhteen haviaa: (a) kapea suorakaide, (b) L-
profiili ja T-profiili
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Kirjoitetaan kokonaisvaantomomentin lauseke (1.47) muotoon
. K2
My =—E1,[0" - (D)?0]

Jos nyt k on riittavan pieni, termi (k/L)? on haviavan pieni, ja
vaantotehtdvan differentiaaliyhtaloksi (2.1) ja kokonaisvaantémomentin
lausekkeeksi saadaan

@4 __M 2.5
2 Elw (2.5)
ja
M,=M_,=-EI_6§" (2.6)

Kysymyksessa on ns. taysin estetty vaanto.
Kaytadnnon tarpeita varten voidaan tehda seuraava luokittelu:

Jos k >10(...20), voimme laskelmissa kayttdd yhtéaloita (2.3) ja (2.4).
Kysymyksessa on siis vapaan vaannon malli. Se soveltuu massiivisiin-
ja kotelopoikkileikkauksiin. Taman lisdksi tdhan luokaan kuuluvat,
kuten edelld totesimme, ohuet avoimet ohutseindmaéiset poikki-
leikkaukset, joiden sektoriaalinen koordinaatti ja sektoriaalinen
jayhyysmomentti haviavat (vrt. kuva 7.1).

Jos k<1/2, voimme laskelmissa kayttdd yhtaloita (2.5) ja (2.6).
Kysymyksessd on siis taysin estetyn vaannon malli. Tah&n luokkaan
kuuluvat ohutseindmaiset kylmadmuokatusta teraksesta kootut
profiilit.

Jos 1/2 <k <10(...20) joudumme laskelmissa ratkaisemaan taydellisen

estetyn vaannon differentiaaliyhtalon (2.1). Tdsséd yhteydessé voimme
puhua osittain estetyn vaannon mallista. Téhan luokkaan kuuluvat
valssatut terasprofiilit ja ohutseindmaiset terasbetoniset kannattajat.
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2.2 Vaantokulman differentiaaliyntalon ratkaisu

Vaantokulman differentiaaliyhtalon (2.1) yleinen ratkaisu, vaantokulma,
voidaan esittdd muodossa

@ (X)=C; +Cox+C4 sinh(% X)+Cy cosh(% X) + @y (X)), (2.7)

missa ¢y, (x) on jakautunutta vaantavaa ulkoista momenttia m,(x)
vastaava yksityisratkaisu. Sit4 vastaten saadaan vaantymalle

0(X)=¢{(X)=C, +C4 %cosh(% X)+Cy %sinh(% X)+6,(x),| (2.8)

missa 6., (x) =@, (X) on yksityisratkaisua vastaavaa vaantyma. Saint
Venant’in vaantdmomentille saadaan

M, (x) =G1,0(x)
(2.9)

k k k .k
=GL[C, +C4 ICOSh(IX) +Cy Esmh(rx)] + M, (X),

missa My, (x) =Gl 6, (x) on yksityisratkaisua vastaavaa Saint Venant’in
vaantdmomnetti. Bimomentille saadaan

B(x)=-El_0'(x) =-GI[C; sinh(% X)+Cy cosh(% X)]+ B, (X)| (2.10)

missa B, (x) =-El 6, (x) on yksityisratkaisua vastaava bimomentti.
Sektoriaaliselle vaantomomentille saadaan

M, () = B'(x)

2.12
=—Glt[C3%cosh(%x)+C4%sinh(%x)]+ M ,m (X) (2.12)

missa M, = B, (X) on yksityisratkaisua vastaava estetyn sektoriaalinen
vaantomomentti. Kokonaisvaantomomentille saadaan

M. (0 =M, (X) + M (X) = GI,C; + M, (X), (2.13)
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missa M, (X)=M_,(X) + My, (X) on  yksityisratkaisua vastaava
kokonaisvadntémomentti.

Seuraavassa annetaan ilman johtoa joitain kaytdnnon tehtdvissé
kayttokelpoisia differentiaaliyhtalon (2.1) yksityisratkaisuja. Niiden
oikeellisuus on mahdollista todentaa sijoittamalla yhtal66n. Tasan
Jjakautunutta ulkoista momenttia m; = m, vastaava yksityisratkaisu on

1my 2
X)=—-——=>X". 2.14a
(Ptm( ) 2 G|t ( )

Lineaarisesti jakautunutta ulkoista momenttia m, =m; +(m, —m)x/L,
missa m; ja m, ovat sen arvot sauvan paissa, vastaava yksityisratkaisu on

P (X) = _i[1

2 1 3
m X< +=(m, —my)x"]. 2.14b

Pisteessd x =a vaikuttavaa pistemaistd ulkoista vaantavaa momenttia M
vastaava yksityisratkaisu on

0, kunO<x<a,
P ()= I\MLp X223 LG X =2y, kuna<x< L. (2.14c)
Gl,m L K L

Pisteessd x =a vaikuttavaa pistemaista ulkoista bimomenttia B vastaava
yksityisratkaisu on

0, kun0O<x<a,

P (X) = 5[_“ cosh(kx;l_a)]’ kuna<x<L.

t

(2.14d)

Integrointivakiot C;, C,, C; ja C, saadaan madritetyksi ottamalla
huomioon reunaehdot sauvan péissa.
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2.3 Vaantokulman differentiaaliyhtalon reunaehdot

Vaantokulman differentiaaliyhtdld (2.1) on neljannen kertaluvun
differentiaaliyhtdld, ja sen yleisessa ratkaisussa (2.7) on siten nelja
integrointivakiota. Ndmé& integrointivakiot —mé&éritetddn ottamalla
huomioon kaksi reunaehtoa tarkasteltavan sauvan kummassakin p&&sséa.
Tavallisimman reunaehtotyypit ovat

1. Kiertyma vaantokeskioakselin ympdri sauvan péaassa X=X, on
estetty, eli vaantokulma ¢, (x) haviaa. Tama reunaehto on

#,(%)=0. (2.152)

2. Sauvan poikkipinnan kayristyminen sauvan péassa X=X, on estetty.

Tamé tarkoittaa sitd, ettd poikkileikkauksen aksiaalinen siirtyma
u(x,,s)=-a, (s)0(x,) havidgd. Tama seuraa vaantymélle 6=¢]
reunaehto on

0(x,) =0. (2.15b)

3. Sauvan pééhan vaikuttaa ulkoinen véantokeskion ympéri vaantava
momentti. Vaantomomentilla M, (x) on siten sauvan péassa X=X,

annettu arvo M, eli reunaghto on
M (X)=M,. (2.15c¢)

4. Sauvan padhan vaikuttaa ulkoinen bimomentti. Bimomentilla B(x)
on siten sauvan paissa X = X, annettu arvo B, eli reunaehto on

B(x,)=B. (2.15d)

Paistaan tuetun vaannetyn sauvan tavallisimmat tuentatapaukset ja niita
vastaavat reunaehdot ovat:

Kiertymaton ja kayristymaton péa: Sauvan péan Kiertyminen
vaantokeskion ympari ja sen poikkileikkauksen kdyristyminen on estetty.
Tallaista tuentaa Kkutsutaan my0ds (v&&ntéon nahden) jaykaksi
kiinnitykseksi. Reunaehdot ovat

2 (Xo) =0, Q(XO) =0 (2.16a)
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Kiertyméaton ja vapaasti kayristyva pdd: Sauvan pdan Kiertyminen
vaantokeskion ympaéri on estetty, mutta poikkileikkauksen kayristyminen
saa tapahtua vapaasti. Tallaista tuentaa kutsutaan myds haarukka-
laakeroinniksi. Reunaehdot ovat

({)I(XO):O, B(Xo):O (2.16b)

Vapaasti kiertyva ja kayristymaton pdd: Sauvan paa saa kiertya
vapaasti, mutta poikkileikkauksen kayristyminen on estetty. Reunaehdot
ovat

M, (x,)=0, 6(x,)=0. (2.16¢)

Vapaasti kiertyva ja kayristyva pééa: Sauvan paan Kiertyminen ja
poikkileikkauksen kayristyminen saa tapahtua vapaasti. Téallaista sauvan
paatd voidaan kutsutaan myo6s (vaantéon nahden) vapaaksi paaksi.
Reunaehdot ovat

M, (x,)=0, B(x,)=0 (2.16d)

2.4 Ulkoinen bimomentti

Seuraavassa selostetaan mitd tarkoitetaan ulkoisella bimomentilla ja
kuinka se madritetddn. Kuvan 7.2 esittdd sauvan paatd, johon vaikuttaa

annettu ulkoinen traktiokomponentti T (s) =T (s). Reunaehto sauvan
paassa on

&, (%:8)=T,(s). (2.17)
Kertomalla tdmé yhtalo puolittain sektoriaalisella koordinaatilla

o(s)=w,(s) ja integroimalla edelleen puolittain poikkipinnan yli
saadaan

B(x,)=B, (2.18)
missa
B(X,) = j o (X, S)o(S)t(s)ds (2.19)

on bimomentti sauvan paassa ja
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B= j w(s)T(s)t(s)ds . (2.20)

on annettu ulkoinen bimomentti sauvan paassa.

<2
¢
T

Kuva 2.2: Sauvan péassé vaikuttava annettu ulkoinen traktiokomponentti
£(s)

Sanallisesti voidaan sanoa, ettd sauvan padssd annettu ulkoinen
bimomentti on sauvan padssa vaikuttavan ulkoisen traktion eréénlainen
momentti, jossa momenttivartena on sektoriaalinen koordinaatti.

Tarkastellaan sauva paatd, johon vaikuttaa x-—akselin suuntainen
pistekuorma P poikkileikkauksen keskiviivan kohdassa s=s,.

Ajatellaan nyt ettd kuorma onkin P jakautunut tasan kuvan 2.3 pienella
vélilla s, ja s,+As intensiteetin ollessa T°. Jos véli As on riittavan

pieni, voidaan Kirjoittaa P ~T°-t(s,)As.

0

)

2
2~ TAs

A

Kuva 2.3: Sauvan paassa vélilla s, ja s, +As tasan jakautunutta annettu
traktio T° ja sen resultantti P.

|
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Vastaavalle annetulle bimomentille saadaan nyt

B= jw(s)t‘[’t(s)ds = SO]AS w(s)Tt(s)ds = o(s,) T t(s,)As = Pa(s,) . (2.21)

So

Jos nyt véli As lahestyy nollaa siten, patee kaava (2.21) edelleen, joten
poikkileikkauksen keskiviivan pisteessa s=s, vaikuttavaa ulkoista

aksiaalista pistekuormaa P vastaava bimomentti on
B=Pa(s,). (2.22)

Havaitaan siis, poikkileikkauksen pé&dhan vaikuttavaa pistekuormaa
vastaava bimomentti on tdman voiman ja voiman vaikutuspisteessa
maaritetyn sektoriaalinen koordinaatin tulo.

Pyritaan edelleen selvittdmé&én bimomentin luonnetta kuvan 2.4 avulla. Se
esittdd | — palkin péatd, johon vaikuttaa ulkoinen aksiaalinen pistekuorma
alalaipan keskiviivan oikeassa paassé.

Kuva 2.4: | —palkin paa, johon vaikuttaa aksiaalinen pistekuorma

Pistevoimaa P vastaavat ulkoiset taivutusmomentin arvot ovat
- =b — - h
MyZP'E, My:P'E, (223)

eli ne ovat voiman momentit y— ja z—akselien suhteen. Lasketaan

vertailun vuoksi pistevoimaa P vastaava bimomentti. Sektoriaalisen
koordinaatin arvo voiman vaikutuspisteessé on
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_bh
NER
joten bimomentille saadaan
|§:|3-g-g. (2.24)

Havaitaan, ettd se on pistevoiman P eradnlainen kaksoismomentti, joka
maaritetddn laskemalla ensin voiman P momentti y —akselin suhteen ja

sen jalkeen ndin saadun momentin momentti z —akselin suhteen. Tama
tulkinta havainnollistanee bimomentin luonnetta, joskaan tulos ei ole
laajennettavissa yleisemman muotoisiin poikkileikkauksiin.

2.5 Hyppaysehdot

Jos esimerkiksi sauvan jossakin pisteessa sen vaantOjaykkyydet
muuttuvat akillisesti tai siind on valituki, joka estdd Kkiertymisen
(haarukkalaakerointi), vaantokulman differentiaaliyhtalélla tdman pisteen
eri puolilla on erilainen ratkaisu, jolla on eri integrointivakiot, Talléin
reunaehtojen lisaksi tarvitaan myds ns. hyppdaysehtoja. Seuraavassa
tarkasteltavan pisteen x, vasemman ja oikean puoleisiin taipuman

differentiaaliyhtalon ratkaisuihin liitetddan alaindeksit v ja o.

Jos palkin vaantojaykkyydet (Gl, ja El_ ) muuttuvat akillisesti pisteessa
X = X,, hyppéysehdot ovat

¢)tv (Xo) = ¢t0 (Xo)
6" (%) = 6° (%)
MY (%) =M2(x,)|
B (%,) = B®(%,)

(2.25)

Jos pisteessé x = x, on Kiertymisen estava valituki, hyppaysehdot ovat

@ (%)=0
@ (%) =0
0" (%) =0° (%))
B'(X,)=B"(%)

(2.26)
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2.6 Bimomentin differentiaaliyhtalo

Tarkastellaan vaantotehtavaa, joka on silla tavoin ulkoisesti staattisesti
maaratty siten, kokonaisvaantomomentti M, (x) voidaan maarittaa

tavanomaisella tasapainotarkastelulla etukateen. Jos tavoitteena on
maarittdd vaannon jannitysresultantit tulisi lisdksi madrittdd bimomentti
B(x), sektoriaalinen vaantdmomentti M_(x) ja Saint Venantin vaanto-

momentti M, (x). Tassa tapauksessa voidaan usein tulokseen péasta

hieman mukavammin kdyttden Bimomentin differentiaaliyhtalon
ratkaisua. Johdetaan aluksi tdmé yhtéalo.

Bimomentin ja vadntyman seka vaantymén ja vaantokulman yhteyksisté
(1.24d) ja (1.13d) seuraa

-5 (2.27)
el

ja Saint Venat’in vaantdmomentin ja véantokulman yhteydestad (1.46)
seuraa nyt

! 4 GI
M/ =Gl,¢/ =—E|—tB. (2.28)

4]

Kokonaisvaantomomentin M, =M _ + M, derivaatalle saadaan tdméan
jalkeen

M;:M;,+M{=B"—%B. (2.29)

4]

Sijoittamalla tdma vaannotn tasapainoyhtalodon (1.27d) saadaan
differentiaaliyhtalo

B"—(%)ZB =—m,. (2.30)

Tata yhtalod kutsutaan tadssd bimomentin differentiaaliyhtaloksi. Sen
yleinen ratkaisu on

B(x)=C, cosh(%x) +C, sinh(%) + B, (%), (2.34)
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missa C; ja C, ovat integrointivakiot ja B, (X) on jakautunutta ulkoista
vaantavaa momenttia m, (x) vastaava yksityisratkaisu.

Seuraavassa annetaan ilman johtoa joitain kaytdnnOn tehtdvissa
kayttokelpoisia differentiaaliyhtadlon (2.30) yksityisratkaisuja. Niiden
oikeellisuus on mahdollista todentaa sijoittamalla yhtaloén. Tasan
jakautunutta ulkoista momenttia m, = m, vastaava yksityisratkaisu on

L.o El
B.=(=)"my =—%m,. 2.35a
m (k) 0 G|t 0 ( )

Lineaarisesti jakautunutta ulkoista momenttia m, =m; +(m, —m)x/L,
missa m; ja m, ovat sen arvot sauvan paissa, vastaava yksityisratkaisu on

By (0 = (I, + (m, —my) 7] :Z—Iw[ml rm-m)X]] (@3sD)
t

Pisteessa x =a vaikuttavaa pistemaista ulkoista vaantavaa momenttia M
vastaava yksityisratkaisu on

0, kun 0< x<a,

Bn(X)=9 ML .

K (2.35c¢)
_Tsmh[f(x —a)], kuna<x<L.

Pisteessa x =a vaikuttavaa pistemaista ulkoista bimomenttia B vastaava
yksityisratkaisu on

0, kun0<x<a,

B, (X) = (2.35d)

—I§cosh[%(x— a)], kuna<x<L.

Integrointivakiot C; ja C, saadaan maaritetyksi ottamalla huomioon

reunaehdot sauvan pdissd. Reunaehto annetaan joko bimomentille B tai
vaantdmomentille M , =B’.
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2.7 Bimomentin differentiaaliyhtalon reunaehdot

Bimomentin  differentiaaliyhtdld  (2.30) on toisen  kertaluvun
differentiaaliyhtdl®, ja sen yleisessd ratkaisussa (2.31) on siten kaksi
integrointivakiota. Ndmé& integrointivakiot —mé&éritetddn  ottamalla
huomioon kaksi reunaehtoa. N&ma reunaehdot voidaan antaa
bimomentille B(x) tai sen derivaatalle B’(x) eli sektoriaaliselle

vaantomomentille M (x) . Reunaehtotyypit ovat

1. Sauvan poikkipinnan kayristyminen sauvan paassa X=X, on estetty
(esim. jaykasti kiinnitetty pad). Tama tarkoittaa sitd, ettd
poikkileikkauksen aksiaalinen siirtymé u(x,,s) =-a,, (s)0(X,) haviaa.
Tésta seuraa vaantymalle ehto 6(x,)=0 ja edelleen Saint Venantin
vaantdbmomentille M =Gl & ehto M, (x,)=0. Kokonaisvaanto-
momentti M,=M_ +M, sauvan paassa on nyt
M. (X%)=M_(X)=B'(x,), joten reunaehdoksi bimomentin
derivaatalle saadaan

B'(%) = M, (%,), (2.362)

missa M, (x,) on kokonaisvaantbmomentin arvo sauvan paassd, joka
voidaan maarittad tasapainotarkastelun avulla etukateen.

2. Sauvan paahan vaikuttaa annettu ulkoinen bimomentti. Bimomentilla
B(X) on siten sauvan padssa X = x, annettu arvo B, eli reunaehto on

B(x,)=B. (2.36h)
Jos poikkipinnan kayristyminen sauvan paassd saa tapahtua

vapaasti (esim. vapaa tai haarukkalaakeroitu pad) , B =0 ja tdmé
reunaehto saa muodon

B(x,)=0. (2.36¢)
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3. Ohutseindmainen avoin taipuisa sauva

3.1 Taipuisan sauvan yhtaldita
3.11 Deformoituvan kappaleen partikkelin rotaatio

Tarkastellaan kappaleen partikkelia. Kappaleen deformoituessa, tdma
partikkeli saa rotaation siten, ettd siihen liittyvat, alussa x—, y— ja

z —akselien suuntaiset, materiaalisaikeet kiertyvéat koordinaattiakselien
x',y',z" suuntaisiksi. Rotaation ajatellaan muodostuvan  kolmesta
perékkaisestd osarotaatiosta, joihin liittyvat koordinaatistot on esitetty
kuvassa 3.1.

z
4
X (X, Y,2),(%, Y1, 2,)

P X =X

77N Y1 .

LA y, = yCose, +zsing,,
/%\{ Z, =—Yysing, +2C0Sg,,
0 | y
X, X,

Yo=Y
Z,=2,C08¢, + X SiNg,,

X, ==7,8INgp, + X COSQ,,

!
7'=1,
, :
X' =X,C08¢, + Y,Sing,,

X' =—X,Sing, +Y,Cosy,,

Kuva 3.1: Partikkelin osarotaatioihin liittyvat koordinaatiston muutokset
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Ensin tapahtuu rotaatio ¢, x-akselin ympéri (vrt. kuva 3.1a), jonka
seurauksena materiaalisaikeet kiertyvat koordinaattiakselien  x,,y,,z,
suuntaisiksi, toiseksi rotaatio ¢, y,-akselin ympari (vrt. kuva 3.1b), jonka
seurauksena materiaalisaikeet kiertyvat koordinaattiakselien X,,Y,,Z,,
suuntaisiksi ja kolmanneksi rotaatio ¢, z,-akselin ympari (vrt. kuva 3.1c),
jonka seurauksena materiaalisdikeet kiertyvét koordinaattiakselien x',y’,z’
suuntaisiksi.

N&ma perakkaiset koordinaatiston muutokset voidaan esitt4d muodossa

{3 =MHxE O} =IT, Hx 3 X}=[T,1{¢}, (3.1)
missa
X X, X, X'
Ud=1yp =y Be=yY 0 OG=Y'p (3.2)
Z Z, z, z'
ja
1 0 0

[T.]=10 cosep, sing, |,

|0 —sing, cosg,

(cosp, 0 -sing,

Ml=f 0 1 0 | (3.3)
Singoy 0 cosg,

[ cosp, sing, O

[T,]1=|—singp, cose, O].

0 0 1

ovat vastaavat koordinaatiston muunnosmatriisit.

Soveltamalla yhteyksid (3.1) perékkain, koordinaatiston muunnokseksi
koordinaatistosta X, y,z koordinaatistoon x',y’,z" saadaan
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=IT1x3, (3.4)
missé

[T1=[TIT, I[T,] (3.5)

on koordinaatiston muunnosmatriisi. Seuraavassa rajoitutaan pieniin
rotaatioihin, jolloin kullekin rotaatiokulmalle ¢ voidaan merkita cose ~1

ja sinp~¢@ sek& osarotaatioiden koordinaatiston muunnosmatriisit saavat
muodon

1 0 0 1 0 —g 1 ¢ O
T1=|0 1 ¢ | [M]=|0 1 0 ||[Tl=|-¢, 1 0|. (36)
0 -9, 1 o, 0 1 0 0 1

Nain koko rotaation koordinaatiston muunnosmatriisille saadaan

1 ¢ 0|1 0 - |1 0 O
[T]lI=|-¢, 1 0|0 1 0 ||0 1 ¢

0 0 1fjp, 0 1 |[0 —p 1
(3.7)
1 o0 +0, -0, +00,

=, _¢x¢y¢)z +1 ¢y¢)z + @,
?y —®y 1

Otaksutaan edelleen, ettd rotaatiokulmat ovat niin pienid, ettd niiden tulot
voidaan jattaa pois. Talloin koordinaatiston muunnosmatriisi saa muodon

1 ?, _(py
[Ml=|-o. 1 o | (3.8)
by P 1

Nyton ¢, =g, ¢, =—dw/dx=-w' ja ¢, =dv/dx =V, mMissa ¢, on vaantokulma

sekd Vv’ ja w ovat taipumien derivaatat, joten koordinaatiston
muunnosmatriisi on saa lopullisen muodon
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1 vVioow
Tl1=| v 1 ¢/ (3.9)
-W —p, 1

3.12 Traktiokomponentit deformoituneessa poikkileikkauksessa

Traktiovektorin t komponentit deformoituneen palkin poikkileikkauksen
tarkasteltavassa pisteessé P ovat x,y,z-koordinaatistossa ja x',y',z’-

koordinaatistossa pystyvektoreina esitettying vastaavasti

t o,

= t; =17, ¢ (3.10)

tZ 7'-XZ

Vektorille {t} saadaan siten

1 v —w||o, o, —V'r,, —WT,
=1 {tr=|vV 1 -9 Ty (=VO, + Ty — T, ¢ (3.11)
W’ 2 1 (3% W,Gx + ¢ Z-xy +7,

N&in  deformoituneen  poikkipinnan traktiokomponenteiksi  X,y,z-
koordinaatistossa tulee

_ ' '
t=0,-Vr, —Wr,,
!/
t,=Vo, +7,, -7, (3.12)

t,=Wo, +or, +7,.
3.13 Poikkileikkauksen yleisen pisteen siirtymat

Poikkileikkauksen pisteen P: (y,z) siirtymat® ovat

! Koska tarkastellaan tiettya poikkileikkausta, riippuvuus koordinaatista x
on jatetty selkeyden vuoksi merkitsematta.
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v=v, —@(z2-2,), W=w, +¢,(Y—-VYy), (3.13)

missa v,, ja w,, ovat vaantokeskion siirtymét, ¢, on vaantokulma seka vy,
jaz,, ovat vaantokeskion koordinaatit.

3.14 Deformoituneen tilan jannitysresultanttivektorien komponentit

Poikkileikkauksen jannitysresultanttivektorin F” x"—, y'— ja z' —akselien
suuntaiset komponentit ovat normaalivoima N seka leikkausvoimat Q, ja

Q, . Merkitaan poikkileikkauksen jannitysresultanttivektorin F° x-, y- ja z-
akselien suuntaisia komponentteja symboleilla U, V ja W . Niille saadaan

U=[tdA= (o, -v'z, —wr,)dA
A A
= [o,dA= [V, = 0/(z = 2,)]r,, AA = [[w}, + 9{(y = ¥y )]z, dA
A A A
N Qy Q, M, (3.14)
= .O-di_ V\,/ IrxydA - W\'/ ersz+ ¢t'J-[sz (y - yV) — Ty (Z - ZV)]dA
A A A A

=N-Q,v, —Qw, +pM, .

V= ItydA: J(axv' +7,, — 7, )dA
A A

Q Q,
= J‘GX[V\'/ - (Dt'(z - ZV)]dA+ _[TxydA_ 2 JTXZdA
7 7 7 (3.15)
N My N M/’

— — — r_,i

=V, jaXdA— ¢t’IaXZdA + @z, IGXdA+ Q, —»Q,
A A A

=Q, + N(v, +9z,)-(M,¢)".
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W = Jtsz = I(O'XW' + o1, +17,)0dA
A A

f—?L_\ f—(gi_\
= [o,[W, +@((y = Y, )JdA +¢, [ 7, dA+ [, dA
A A

A

(3.16)

N M, N M/

— — — —_Z
=W, _[Gdi+ (Dt,_“o-xydA_ @Yy Iadi+ 2 Qy +Q,
A A A

:Qz + N(W\,/ _¢t,yv) + (Mz([)t),'

Poikkileikkauksen  jannitysresultanttimomenttivektorin ~ M“  x-akselin
suuntaiselle komponentille, jota merkitaan tassa symbolilla T, saadaan

aluksi
T = [l (y+v—y,) -t (z+w-z,)]dA

= [Tt (y = ) —t, (- 2,)ldA+ [ (t,v —t, w)dA,

soveltamalla yhteyksia (3.12) edelleen

Tx = I[(Wlax + (Pthy + sz)(y - yV) - (VIGX + Txy - (Pthz)(Z - ZV)]dA
A

—— —— —-
+ J[W Vo, + V1, + 7,V -VWao, —7, W+ oWr,,)]dA,

A

missa kahden siirtymasuureen tulot otaksuttiin  hdvidvan pieniksi.
Soveltamalla yhteyksié (3.13) saadaan edelleen
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M N My N

z

— — —— —
T, =W, .[GX ydA -y, W, _[deA) -V, '[axsz+ Z,V, Iadi
A A A A

+ll[o,(y—y ) dA+ [0, (2-2,)*dA]

+ q)tjrxy(y_ y Xz _ZV)]dA

+ [T (y =) — 7, (2-2,)1dA

Qz QV
— —

+Vy, IrXZdA — W, IrxydA

A A

- q)tJ‘sz(z_z Xy _yV)dA’

missa sovellettiin myos jannitysresultanttien méaarittelykaavoja (1.15) ja
edelleen

1 1 ! !
T,=M_+v,Q, —W\,Qy +w,M, —y,w,N —v\,My +v,z,N

M, N
— —

+ gp{[jaxysz— 2y, _[Ux ydA+yS jaXdA
A A A

M, N
—— ——

+ Jo-xzsz -2z, J'o-xsz+ z; Jo-XdA]
A A A

=M, +Q,v, —Qw, + (M, — Ny, )w;, + (M + Nz, )v;,

2

-2y, oM, - 2¢/z,M , +N (yoo! + Z\f(pt’)
+¢/[o,(y° +12°)dA
A

Soveltamalla lopuksi normaalijannityksen lauseketta (1.25) saadaan
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T.=M +Qv -Qw, +(M, = Ny, )wj, + (=M, + Nz, )v,

-2y M, -2z,M, o+ N(yop + 22¢))
M1, —M,I
+¢;[Kj(y2+z2)dA+ : = * {z(y2+zz)dA
M, I, — M,
+ ) yij(y +2 )dA+—ja)(y +2%)dA]

2
IyIZ—IyZ l, =
=M, +Q,v, —Qywv +(—My + Nz, )v{, + (M, — Ny, )w,,

r2

P

I +1,
NG (C =y, +2))]
24,
' ' |
+Mz¢t[ﬁjy(y +tz )dA—ﬁJ‘Z(y +2%)dA -2y, ]
z yz A yiz lyz A
25,
' 2 2 I
M@ [——— [ 2(y* + 2°)dA - —— [ y(y* + 2°)dA - 22, ]
IYIZ_IYZA I IZ IyzA

25,

+ Byl = ja)(y +7 )dA

a)A

ja lopulta

T,=M +v,Q, -w,Q, +(z,N =M v, + (=y,N + M )w

, (3.17)
+@(Nr° +28 M, +28,M, +24, B)

Kaavassa (3.17) on otettu kdyttoon seuraavat uudet poikkileikkaussuureet
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2 _ |y+|z 2 2
F=— Wt
= o dA—
'BV_Z(I——IW)J.y(y m{z(y +12°) Yv
| (3.18)
ﬁz:Z(l—lyz)I (y +7Z )d _2(|—_|ﬂ)~[y(y +Z )dA Z,
B, = 31 ja)(y +2)dA.

3.15 VVaantava momentti

Sauvaan vaikuttava jakautunut kuormitus muodostuu alun perin pitkittaisesta
viivakuormasta q,(x), joka vaikuttaa pintakeskidakselilla, poikittaisista

viivakuormista g, (x) ja g,(x), jonka vaikutussuoran ja poikkileikkauksen
leikkauspiste on Q: (y,,z,) sekd vaantavasta pituutta kohti lasketusta

voimaparista  m(x).  Deformoitumattomaan sauvaan  kohdistuvan

jakautuneen kuormituksen vaantdvd momentti vaantokeskiakselin suhteen
on

m, :m_qy(ZQ _ZV)+qz(yQ _yv)-

Sauvan deformoituessa pisteessa Q vaikuttavat poikittaiset kuormat q, ja g,
siirtyvat uuteen pisteeseen Q": (Y, +V,,Zy +W,). Nain deformoituneeseen

sauvaan kohdistuvan jakautuneen kuormituksen vé&antdvd momentti
vaantokeskitakselin suhteen on

m, :m_qy(ZQ +Wq — ZV)+qz(yQ +Vo — yv)
Véhentamalla edelliset yhtalot puolittain saadaan
m,=m, —q,W, +d,V,

ja soveltamalla yhteyksia (3.13) pisteessa Q saadaan lopulta

m,=m, — qy[WV T o (yQ - yv)] + qz[VV — ¢ (ZQ - ZV)] . (3.19)
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3.16 Tasapainoyhtalot

Deformoituneen sauvan sauva-alkion x—, y— ja z—akselinen suuntaiset

voimatasapainoyhtalot sek& momenttitasapainoyhtalé x —akselin suhteen
voidaan suorittaa samaan tapaan kuin deformoitumattoman sauvan
tapauksessa kohdassa 1.2. Tulos on

U’'+q, =0,

Xviqqyz ::c; (3.20)
T +m, =0.

Ensimmaisesté tasapainoyhtélosta saadaan

N'—(@QWw) -(Qw,) +(M,%) +0q, =0 (3.21)
Toisesta tasapainoyhtalostad saadaan

Qy +IN(w, +¢z,)] -(M,p)"+0, =0 (3.22)
Kolmannesta tasapainoyhtaldsta saadaan

Q, +INW, —gy, )l +(M,9,)"+0, =0 (3.23)

Neljdnnestd tasapainoyhtalsta saadaan

M +(WQ,) = (W, Q,) +[(zyN =M vy I'+[(=yy N + M )wi
+Ho/(Nr* +28 M, +25,M +25,B)] (3.24)
+m, _qy[WV +§0t(yQ - yv)]+qz[vv _¢t(ZQ - Zv)] =0

Sijoittamalla yhteydet

N = EAU,

M, =-ELv, —El, W, Q, =M/,

M, =-El,v, —ElwW), Q, =M/, (3.25)
M, =Glg/, M, =—El ¢

M, =M, +M,
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yhtaléihin ~ (3.21)-(3.24), muodostuu niistd  differentiaaliyhtdloryhmé
tuntemattomien u. (x), v, (X), w, (X) ja ¢ (x) ratkaisemiseksi. Yhtaléryhma

on epalineaarinen ja sen ratkaisu suljetussa ei onnistu.

Tarkastellaan, kuinka tdmé& epélineaarinen tehtédva voitaisiin ratkaista
iteratiivisesti ratkaisemalla perdkkdin lineaarisia tehtévid. Sijoitetaan
jannitysresultanttien N, M , M, ja M,  lausekkeet (3.25) yhtdldiden

(3.21)-(3.24) ensimmaéisiin termeihin, jolloin saadaan differentiaali-
yhtaloryhma

EAuc - (Q,v) - QW) +(M,@) +q, =0,

—ELVS —EL,wW(? +[N(W, +92,)]' = (M, )" +q, =0,

—El v —ElLw? +[N(W, —¢y,)]' +(M,9)"+q, =0,

—ElLg" +GlLo® +(v,Q,)' - (w,Q,) +[(z,N =M W T +[(=yyN + M )W
Ho/(Nr* +28 M, +25,M +25,B)]

+m, —q, [wy + ¢, (Yo — Y)1+ 0, vy —9 (25 —2,)]=0.

(3.26)

Jos nyt yhtaldissa (3.26) olevat jannitysresultantit olisivat tunnettuja, olisi
tdma yhtaléryhma lineaarinen ja ratkaistavissa numeerisesti esimerkiksi
differenssimenetelmalla. Nain ei kuitenkaan ole, vaan ne riippuvat kaavojen
(3.25) mukaisesti tuntemattomista u.(x), Vv, (X), W,(x) ja @/(X).
Iteratiivinen ratkaisu saadaan kuitenkin otaksumalla tuntemattomille
alkuarvot u2 =0, v{, =0, w{, =0 ja ¢’ =0. Kun ollaan iterointikierroksella

i, edellisen kierroksen ratkaisu uz*, v,*, W," ja @ tunnetaan. Sen avulla

voidaan ratkaista vastaavat jannitysresultantit N™, Miy‘l, Mt B, Qiy_l,

Q™ ja M!'. Sijoitetaan namd yhtaloryhmaan (3.26) ja ratkaistaan sen
avulla ul, v,, W, ja ¢ . Ensimmaisella iterointikierroksella yhtalo (3.26)
saa muodon

EAu; +q, =0,
—ELVY —ElL,w’ +q, =0,

—El, v —El W +q, =0,

—El o™ +Gl,p® +m =0.
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N&ma ovat lineaarisen tehtévan yhtalot (1.49), joten ensimmaisella iterointi-
kierroksella saadaan lineaarisen tehtévan tulos.
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4. Epakeskisesti puristettu avoin
ohutseindmainen sauva

4.1 Tehtavanasettelu

N;{t_;_-_-_-______

Kuva 4.1: Epékeskisesti puristettu ohutseindmainen sauva

Tarkastellaan kuvan 4.la ohutseindmaéista suoraa sauvaa, jonka paihin
vaikuttaa epékeskinen puristava voima P. Madritetddn sauvan jannitys-
resultantit soveltamalla geometrisesti lineaarista teoriaa (luku 1). T&ssa
yksinkertaisessa  kuormitustapauksessa  leikkausrasitukset saadaan
helposti ~ tavanomaiseen  tapaan  kirjoittamalla  tarkasteltavan
poikkileikkauksen kohdalta katkaisun sauvan tasapainoyhtal6t. Nain
nollasta eroaville jannitysresultanteille saadaan

N®=-P, M] =—Pe,, M7 =—Pe (4.1)

y!

missé yldindeksi O viittaa deformoitumattomaan tilaa ja e, ja e, ovat

puristusvoiman P epéakeskisyydet (puristusvoiman P vaikutuspisteen
y — ja z—koordinaatit). N&itd jannitysresultantteja vastaavat siirtymat

ud, v) ja wd otaksutaan niin pieniksi, ettd ne eivit vaikuta
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tasapainoyhtaloihin sekd véaantokulma goto on nolla. Tarkastellaan mita
tapahtuu, kun kuormaa P Kasvatetaan ja siirtymat uc, vy, ja W, seké
vaantokulma ¢, alkavat kasvaa. Kaytetadn sellaista yksinkertaistettua

tarkastelua, jossa tasapinoyhtdlot Kirjoitetaan deformoituneessa tilassa,
sauvan sisdinen jannitystilan ollessa kuitenkin kaavojen (4.1) mukainen.
Tama merkitsee sita, etta jannitysresultanttien N, M, ja M paikalle

yhtéloissa (3.26) sijoitetaan kaavojen (4.1) mukaiset arvot, muut
jannitysresultantit pannaan nolliksi seka myds kuormat q,, q,, g, ja m,

pannaan nolliksi. N&in saadaan differentiaaliyhtal6t

EAu; =0,
ElVYY +El yzw\(,“) +P[V" +(z, —€,)¢1=0,
El,v{" + ElL WS + P[w' — (y, —e,)¢/1=0, (4.2)

El o —Gl.o/+P[(z, —e, )V - (Y, - e, )W’
+(r*+2p,e,+2p.,)91=0.

4.2 Epakeskisesti puristetun avoimen ohutseindmai-
sen sauvan differentiaaliyhtalot

Ensimmainen yhtéloistd (4.2) on sauvan pintakeskitakselin aksiaalisen
siirtymén differentiaaliyhtélo, joka voidaan ratkaista muista yhtélista
riippumatta. Sen ratkaisulla ei kuitenkaan téssd yhteydessd ole suurta
merkitystd. Suoritetaan vield sellainen merkinnéllinen muutos, ett4
pintakeskidakselin vaantokeskion poikittaisista siirtymista v, ja w,
jatetdédn alaindeksi V pois, eli niille kdytetddn merkint6ja v ja w. Nain
saadaan epakeskisesti puristetun avoimen ohutseindmaisen sauvan
vaantokeskion poikittaisille siirtymille ja vaantokulmalle
differentiaaliyhtalot

EIv® +ElL,WY + PV +(z, —€,)91=0,
El v +ElL WY+ Pw' —(y, —e,)@1=0, (4.3)
Ela;(DtM) - GIt(”t""' P[(Zv - ez)V” - (yv - ey)W” |

+(r*+28,+2p,.,)91=0.

missa
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I, +1
2 y 4 2 2
r’= + Yo+ 24,
A \Y \Y

B, = y* +2%)dA - 2(y?* +2%)dA-vy,,| (4.4)

| |
2(|y|2—|§z)£y( 21,1 —|2)I
ﬁzzl—fz(y +2 )dA—

20, —|yz) Iy(y +2°)dA -z,

21, -|yz)

Yhtalét (4.3) ovat kolmen differentiaaliyhtdlon  muodostava
homogeeninen yhtaloryhmd. Ne ovat epakeskisesti (e, =0, e, #0)

puristetun (muuten kuormittamattoman ¢, =q,=m,=0) avoimen

ohutseindmdisen sauvan differentiaaliyhtélot. Na&iden yhtaldiden
ratkaiseminen on yleisessa tapauksessa, jossa kuormitus on epakeskinen
(e, #0, e,#0), niin sanottu jannitystentava. Jos kuormitus on
keskeinen (e, =0, e, =0), ja tuenta on sopivasti valittu kysymyksessa on

nurjahdustehtéva ja probleemaa kutsutaan vaantonurjahdukseksi.

Véantonurjahdustehtavassad syntyvéan differentiaaliyhtaldiden ja niiden
reunaehtoyhtaldiden tulee olla homogeenisia yhtaloitd. Talléin niilla
(vastaavasti kuin tavanomaisessa nurjahdustehtévassd) on nollasta eroava
ratkaisu ainoastaan tietyilla kriittisilla kuorman P arvoilla P, P,, jne.

Naistd pienin on sauvan nurjahduskuorma P, . Sita vastaava ratkaisu
v(X), w(x) ja ¢,(x) on sauvan nurjahdusmuoto. Havaitaan, etta yleisessé

tapauksessa vaantonurjahdukseen sisdltyy sekd vaantymista ettéd
poikittaista siirtymista.

Jos v,z —koordinaatisto on poikkileikkauksen paajayhyyskoordinaatis-
to, yhtalét (4.3) ja (4.4) yksinkertaistuvat muotoon

EIVY + PV +(z, —¢,)9]1=0,

ElL,w® + Plw"—(y, —e,)@1=0,

Elw(DtM) _Glt(pt + P[(Z —€ )V"_ (yv ) w’
+(r*+2p,,+2B,.,)91=0

(4.5)

ja

Rak-54.3100 Rakenteiden mekaniikka 111, Ohutseindmaiset rakenteet 49



I+
r2— X Ly 422,

1 2 2
ﬂy=2—|21 y(y? +2%)dA—-y,, (4.6)

ﬂzzﬁ 2(y? +2%)dA-z,

Tavanomaisia erikoistapauksia:

(@) Poikkileikkaus on symmetrinen ja kuormitus vaikuttaa
symmetriatasossa. Jos esimerkiksi y—akseli on poikkileikkauksen

symmetria-akseli z, =0, £,=0 ja e,=0, joten yhtalot (4.5) saavat
muodon

EIVY + PV =0,
El,w® + P[w" - (y, —e,)@1=0, (4.7)
Elo!" -Gl g+ P[-(y, —e )W +(r* +2p,¢,)91=0.

Havaitaan, ettd ensimméinen yhtdld0 on tavanomainen Eulerin
nurjahduksen differentiaaliyhtdlé siirtymélle v(x) ja kaksi viimeista

yhtdl6d muodostavat yhtdloparin, jossa tuntemattomina ovat siirtyma
w(x) ja vaantokulma ¢, (x). Tassa tapauksessa siis symmetriatasoa

vastaan kohtisuorassa y—suunnassa tapahtuu tavanomainen Eulerin
nurjahdus. Siina tapauksessa, ettd kuormitus on epakeskeinen eli e =0

kaksi  viimeistd  yhtdlod  reunaehtoineen  johtavat  yleensa
jannitystehtavaan. Jos taas kuormitus on keskeinen (e, =0) nama yhtalét

reunaehtoineen muodostavat vaantonurjahdustehtdvan.  Nurjahdusmuo-
toon sisaltyvat talloin siirtyméakomponentti w(x) ja vaantokulma ¢, (x).

(b) Poikkileikkaus on kaksoissymmetrinen ja kuormitus on keskeinen
Talléin y,, =z, =0, g, =p,=0jae, =e, =0, joten yhtalot (4.5) saavat

muodon

El v+ Pv" =0,
El w<4> +Pw' =0, (4.8)
El_ o —Gl ¢+ Prig!=0.
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Havaitaan, ettd ensimmainen ja toinen yhtalo ovat Eulerin nurjahduksen
differentiaaliyhtal6t siirtymille v(x) ja w(x) sek& kolmannessa yhtélossa

on tuntemattomana pelkéstadn vaantokulma ¢,(x). Téassa tapauksessa
siis tapahtuu erillinen tavanomainen Eulerin nurjahdus sekd x,y— etta
X,z —tasoissa sekd niin sanottu puhdas vaantonurjahdus, jossa
nurjahtaminen tapahtuu puhtaasti véantymalla.
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4.3 Vaantonurjahdustehtavan ratkaisu nurjahduksen
perustapauksissa

Pe (€) |P,

Kuva 4.2: Eri tavoin tuettujen sauvoja ja niiden nurjahduspituuksia.

Seuraavassa tarkastellaan kuinka Eulerin nurjahdustehtavélle tyypillinen
nurjahduspituuteen (kuva 4.2) perustuvaa tarkastelutapaa voidaan
hyodyntédd vaantonurjahdustehtavéan kriittisen kuorman maarittdmisessa,
kun kuvassa 4.2 esitetyissa yksinkertaisissa tuentatapauksissa.

Véantonurjahduksen differentiaaliyhtalot tapauksessa, jossa
y,z —koordinaatisto on poikkileikkauksen padjayhyyskoordinaatisto,

saadaan epakeskisesti puristetun sauvan yhtéloistd (4.5) panemalla
epakeskisyydet e, ja e, nolliksi.

EIV® + PV + Pz,¢=0,
El,w® + Pw' — Py, ¢ =0, (4.9)

2 _m__

El_ o™ —Gl.@+Pz,V" — Py W'+ Prip/=0
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Jos vaantokeskit yhtyy poikkileikkauksen pintakeskioon

ElLv® +Pv' =0,
El,w® + Pw' =0, (4.10)
El o' —Glg!+ Prig/=0

N&ma ovat puhtaan nurjahduksen x,y— ja X,z —tasoissa sekd puhtaan

vaantonurjahduksen yhtaloét. Na&iden puhtaiden nurjahdustapausten
kriittiset kuormat voidaan tyypillisissa kéytannon tapauksissa esittaa
seuraavasti:

7°El 7°El 1 7%El
Pp="—2% P =Y P =—(~—52+Gl,), (4.11)
12 Lot L

missa L, L, ja L, ovat vastaavat nurjahduspituudet.

Etsitddn nyt yhtalon (4.9) ratkaisua tapauksessa, jossa taivutukseen
liittyvat nurjahduspituudet L, ja L, sekd vaantoon liittyva

nurjahduspituus L ovat kaikki yhta suuret ja merkitddn tata
nurjahduspituutta symbolilla L. Otetaan tuntemattomille esitykset

V(X)= A +Bx+ clsin[Li(x — %),

n

w(x) = A, + Bzx+czsin[L£(x— %), (4.11)

n

2 (X) = A+ ng+cssin[L1<x—xo>]

n

Sijoittamalla ndma differentiaaliyhtal6ihin (1) saadaan

(5 PG, P2, CIsinE (x -] =0
(“EY pye, PY,C.Jsin[" (x - )] =0. (4.12)
[=P2,C, + Py, C, +( LEI“’+GI - Pri)CJsinf" (x- 1,)] =0
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=

7°El
( o . _P)C,-Pz,C,=0,

7[2E|y
(? - P)C, + Py, C, =0, (4.13)

n

2
~Pz,C, + Py, C, + (”L—Ez'w +Gl,—Pr?)c, =0.

n

Ottamalla huomioon puhtaiden nurjahdustapausten sekd puhtaan
vaantonurjahdustapauksen kriittisen kuormien lausekkeet (4.11) saadaan
ndma yhtélét muotoon

(R =P)C,-2z,PC, =0,
(P, —P)C, + Y, PC, =0, (4.14)
-2,PC, +y,PC, +(r’P,—r*P)C, =0

eli matriisimuodossa

P-P 0 —z,P |(c,) [0
o P-P yP [|ic,l=10 (4.15)
-z,P  y,P rP,—r’P||C,;] |O

Ehto tdmén yhtalon ei-triviaalille ratkaisulle on

P-P 0 —z,P
-z,P y,P P —r’P

Kehittdmalla determinantti, siitd saadaan

P-P yP
y,P  r’P —r’p

w

-z,P y,P

(R,~P) =0

=
(P, - P)I(P, ~P)(r ", ~rP) - y;P*]-2,P(R, - P)z,P =0

_ZV

0 P—P‘
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ja lopulta kolmannen asteen yhtalo kriittisen kuorman maarittamiseksi

ZZ 2 Z2

2
(ngmﬁwﬁwa+m+g-%¢pﬁ§mwﬁuam+ag+mgﬁ>@1n

~PP,P =0

Jos tehtdva halutaan ohjelmoida, saatetaan yhtalon (4.15)
ominaisarvotehtdva muotoon

([A]-P[BD{C}=0, (4.19)
missa
P 0 0 1 0 g C,
[AlI=|0 P, 0 |, [B]=|0 1 -y,| {C}={C,\. (4.20)
0 0 r°p, z, -y, C,

Tamé tehtdva voidaan helposti ratkaista esimerkiksi MATLAB
ohjelmointiympéristossa kayttden sen ominaisarvoratkaisijaa (EIG).
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5. Kiepahdus

5.1 Tehtavanasettelu

Tarkastellaan pystytason (x,y—tason) suhteen symmetrista avointa

ohutseindmadista palkkia, jota kuormittaa symmetriatasossa vaikuttava
kuormitus (pistekuormat vrt. kuva 5.1 ja/tai jakautunut kuorma vrt. kuva
5.2). Kuorman vaikutuspisteen asema (y, tai y, kuvissa 5.1 ja 5.2)

poikkileikkauksen pintakeskioon C n&hden on tunnettu ja kuorman
otaksutaan palkin deformoituessa sdilyttdvan suuntansa. Tamén
tyyppinen palkki voi menettdd stabiiliutensa kiepahtamalla, jota ilmiota
havainnollistaa pistekuorman kuormittaman ulokepalkin tapauksessa
kuva 5.1.

Kuva 5.2: Palkin poikkileikkauksen siirtyminen kiepahduksessa
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5.2 Kiepahduksen differentiaaliyhtalot

Sauvan rasitustila juuri ennen kiepahdusta kasittdd palkin yksiakselisen
taivutuksen jannitysresultantit eli leikkausvoiman ja taivutusmomentin,
jotka voidaan mé&aritt4d4d tavanomaiseen tapaan. Niitd merkitddn

symboleilla QJ(x) ja M;(x). Kaytetaan sellaista yksinkertaistettua
tarkastelua, jossa tasapinoyhtdlot Kirjoitetaan deformoituneessa tilassa,
sauvan sisdinen jannitystilan QJ(x) ja M7 (x) seka kuormituksen gy (x)
pysyessa kuitenkin vakiona. Tdma merkitsee sitd, ettd taivutusmomentin
- n = m - .. - 0 -
M, (x) paikalle yhtalGissa (3.26 c¢ ja d) sijoitetaan M, (x) ja muut
jannitysresultantit pannaan nolliksi seka kuorman g (x) paikalle
sijoitetaan qS(x) ja muut kuormat pannaan nolliksi. Kun liséksi otetaan

huomioon, ettd kysymyksessd on Xx,y-—tason suhteen symmetrisen
palkki, jolloin 1, =0, saadaan aluksi yhtalOpari

—EIyW\(/4) +(M?¢t ":O,
~E1L@" + Gl — (Qw,) + (MW,) + 2, (M%)
_qg[wv +¢t(yq - yv)] =0

Kéyttden tulon derivointia, deformoitumattoman tilan jannitys-
resultanteille voimassa olevia tasapainoyhtéléita Q)" + ¢S =0 ja Q) =M}’
sekéd jattamalla vield vaantokeskion poikittaisesta siirtymasta w,,
alaindeksi V pois, saadaan tdma yhtélépari muotoon

EIVW(4) - (Mzo(/)t "=0,

(5.1)
Elp” —Glig{ =MW =25, (M;@)) +d; (¥, — ¥, ), = 0.

Tama yhtalopari muodostaa palkin kiepahduksen differentiaaliyhtalot.
Koska se on johdettu tarkastelemalla avointa ohutseinamista palkkia, se
pitaa sisalladn myds suljetut ohutseindmaiset ja massiiviset palkit, kun
yhtaloissa (5.1) pannaan yksinkertaisesti 1 =0. Kun poikkileikkaus on
kaksoissymmetrinen, y, =0 ja B, =0, yhtdlot (5.1) yksinkertaistuvan

hieman muotoon

(4) 0 "__
ElLw® —(M%0)" =0, 52)
Elo!" —=Glg/-MW +qyy,p =0.

z
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5.3 Kiepahduksen differentiaaliyhtaloiden reuna-
ehdot

Alla esitelladn kiepahduksen differentiaaliyhtaldiden tavallisimpia
reunaehtotyyppeja. Naitd reunaehtoyhtalditda tulee palkin kumpaakin
paéhan 4 kpl ja siten koko tehtédvaan yhteensa 8 kpl.

(a) Taipuminen z —akselin suunnassa sauvan paassa X = x, on estetty:

w(X,)=0 (5.3a)

(b) Kiertyminen y —akselin ympéri sauvan paassa x = X, on estetty:

@, (%) =W (x)=0 (5.3b)

(c) Kiertyminen vaantokeskidakselin ympari sauvan paassa x = X, on
estetty:

(%) =0 (5.3¢)

(d) “Poikkileikkauksen kayristyminen sauvan padssa x =X, on estetty:

U(%,5) =—a(8)g{ (%) = 0
p—

(%) =0 (5.3d)

(e) Taipuminen z —akselin suunnassa sauvan paassa X = x, voi tapahtua
vapaasti:

Tassé tapauksessa sauvan paahdn ei vaikuta ulkoista  z —akselin
suuntaista voimaa. Tdméan merkitsee sitd, ettd kaavan (3.16) mukaisen

jannitysresultanttivektorin z —akselin suuntaisen komponentin W tulee
havita. Palkin N =0 tapauksessa tdma ehto on

W (XO) = Qz (XO) + (M zgot),(xo) = O
Tahan yhtal6on sijoitetaan Q, =—EI w" ja M, =M, jolloin reuna-

ehdoksi tulee
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ZELW (%) + (M0, (%) =0 (5.3¢)

(f) Kiertyminen y —akselin ympari sauvan padssa x = x, voi tapahtua
vapaasti:

M, (X,) =—El w'(x,)=0

=

w'(x,) =0 (5.3f)

(9) Kiertyminen vaantokeskitakselin ympari sauvan paassa X = x, voi
tapahtua vapaasti:

Kuva 5.3: Reunaehto, joka sallii poikkileikkauksen kiertymisen
vaantokeskitakselin ympdri tapahtua vapaasti

Kuvassa 5.3 leikkausvoiman Q;’(xo) momentti vaantokeskitn suhteen on
yhté suuri kuin momentti T (x,) eli

T, (Xo) = _QS(XO)[W(XO) + (yq - yv)(Pt(Xo)]-
Tarkasteltavan palkin (N =0,Q,=Q/, Q,=0, M, =0 ja M, =M})

tapauksessa momentin T, kaavasta (3.17) saadaan
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T = MX—WQ;’+MSW’+2ﬁny¢t’
= —El "+ Gl —wQ’ + MW + 28, M %,

joten reunaehtoyhtaloksi tulee

—El_@(%,) + Gl (X,) + MW (X,)

0 ' 0 (53g)
+2ﬂyM z (Xo)got(xo) + Qy (XO)(yq - yv)¢t(xo) =0

(h) Poikkileikkauksen kayristyminen sauvan paéssa X = x, voi tapahtua
vapaasti:

B(x,)=—El ¢"(x,)=0
=

¢ (%) =0 (5.3h)

5.4 Paistadn haarukkalaakeroitu palkki

Kéytanndssa hyvin yleinen tapaus on kaksitukinen péistaan haarukka-
laakeroitu palkki (kuva 5.4). Tassa tapauksessa kiepahduksen yhtaloita
voidaan yksinkertaistaa seuraavassa esitettavalla tavalla.

Uy

Kuva 5.4: Kaksitukinen pdistdan haarukkalaakeroitu palkki

Haarukkalaakeroidulla tuella taipuminen z-—suunnassa on estetty,
kiertyminen y—akselin (suuntaisen akselin) ympéri saa tapahtua

vapaasti, kiertyminen vaantokeskitakselin ympdari on estetty ja
kayristyminen saa tapahtua vapaasti. Nain tehtdvan reunaehdot ovat
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w(0)=0, M, (0) =0, ¢,(0)=0, B(0)=0,

(5.4)
w(L)=0, M (L)=0, ¢(L)=0, B(L)=0.
Integroidaan yhtal6 (5.1a) puolittain kahdesti, jolloin saadaan
El,w' - M’p, = Ax+ B, (5.5)

missa A ja B ovat integrointivakiot. Kirjoittamalla ndmé yhtalot sauvan
paissa ja huomioimalla reunaehdot saadaan

~M, (0)=0

/_/%
ElL,w"(0) —M? (pt(O) A-0+B,

~M, (L)=0

r—’%
ELwW(L)—M? q)t(L) A-L+B,

= A=0, B=0,

joten yhtélosté (5.5) seuraa

MO
wW=—2¢p,. 5.6
R4 (5.6)

y

Sijoittamalla tdma yht&l6on (5.1b) saadaan

El o —-Gl.g (M)’ —28. (M%) +q°(y. — =0 5.7
EI ¢t ﬁy( Z¢t) +qy(yq yV)(Dt - ( ' )

y
ja edelleen kayttaen tulon derivointia ja yhteytta Q) = M_" edelleen
differentiaaliyhtal6

(M;)*
El

y

Elo" = (Gl +28, M) - 25,Q), - [

—ay (Y, — Yv)]e, =0.|(5.8)

Differentiaaliyhtaloparin (5.1) sijasta saatiin tdssé reunaehtotapauksessa
yksi  neljdnnen  kertaluvun  homogeeninen differentiaaliyhtalo
vaantokulmalle ¢, (x). Tassd tapauksessa reunaehtoja sauvan
kummassakin pé&éssa on kaksi ja reunaehtotyypit ovat kaavojen (5.3c) ja
(5.3h) mukaiset.
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Jos kysymyksessd on massiivipoikkileikkaus, kotelopoikkileikkaus tai
poikkileikkaus, jonka sektoriaalinen koordinaatti @ muuten on nolla,
I, =0 jadifferentiaaliyhtalo (5.7) saa muodon

M) _
El

y

(Gl +28,M))g{ +28,Q)¢ +1 Ay (Yq —¥)lep, =0 (5.9)

Tama on toisen kertaluvun homogeeninen differentiaaliyhtdld. Tassa
tapauksessa reunaehtoja sauvan kummassakin péaassa on yksi kappale ja
reunaehtotyyppi on kaavan (5.3c) mukainen.
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5. Kiepahdus

5.1 Tehtavanasettelu

Tarkastellaan pystytason (x,y—tason) suhteen symmetrista avointa

ohutseindmadista palkkia, jota kuormittaa symmetriatasossa vaikuttava
kuormitus (pistekuormat vrt. kuva 5.1 ja/tai jakautunut kuorma vrt. kuva
5.2). Kuorman vaikutuspisteen asema (y, tai y, kuvissa 5.1 ja 5.2)

poikkileikkauksen pintakeskioon C n&hden on tunnettu ja kuorman
otaksutaan palkin deformoituessa sdilyttdvan suuntansa. Tamén
tyyppinen palkki voi menettdd stabiiliutensa kiepahtamalla, jota ilmiota
havainnollistaa pistekuorman kuormittaman ulokepalkin tapauksessa
kuva 5.1.

Kuva 5.2: Palkin poikkileikkauksen siirtyminen kiepahduksessa
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5.2 Kiepahduksen differentiaaliyhtalot

Sauvan rasitustila juuri ennen kiepahdusta kasittdd palkin yksiakselisen
taivutuksen jannitysresultantit eli leikkausvoiman ja taivutusmomentin,
jotka voidaan mé&aritt4d4d tavanomaiseen tapaan. Niitd merkitddn

symboleilla QJ(x) ja M;(x). Kaytetaan sellaista yksinkertaistettua
tarkastelua, jossa tasapinoyhtdlot Kirjoitetaan deformoituneessa tilassa,
sauvan sisdinen jannitystilan QJ(x) ja M7 (x) seka kuormituksen gy (x)
pysyessa kuitenkin vakiona. Tdma merkitsee sitd, ettd taivutusmomentin
- n = m - .. - 0 -
M, (x) paikalle yhtalGissa (3.26 c¢ ja d) sijoitetaan M, (x) ja muut
jannitysresultantit pannaan nolliksi seka kuorman g (x) paikalle
sijoitetaan qS(x) ja muut kuormat pannaan nolliksi. Kun liséksi otetaan

huomioon, ettd kysymyksessd on Xx,y-—tason suhteen symmetrisen
palkki, jolloin 1, =0, saadaan aluksi yhtalOpari

—EIyW\(/4) +(M?¢t ":O,
~E1L@" + Gl — (Qw,) + (MW,) + 2, (M%)
_qg[wv +¢t(yq - yv)] =0

Kéyttden tulon derivointia, deformoitumattoman tilan jannitys-
resultanteille voimassa olevia tasapainoyhtéléita Q)" + ¢S =0 ja Q) =M}’
sekéd jattamalla vield vaantokeskion poikittaisesta siirtymasta w,,
alaindeksi V pois, saadaan tdma yhtélépari muotoon

EIVW(4) - (Mzo(/)t "=0,

(5.1)
Elp” —Glig{ =MW =25, (M;@)) +d; (¥, — ¥, ), = 0.

Tama yhtalopari muodostaa palkin kiepahduksen differentiaaliyhtalot.
Koska se on johdettu tarkastelemalla avointa ohutseinamista palkkia, se
pitaa sisalladn myds suljetut ohutseindmaiset ja massiiviset palkit, kun
yhtaloissa (5.1) pannaan yksinkertaisesti 1 =0. Kun poikkileikkaus on
kaksoissymmetrinen, y, =0 ja B, =0, yhtdlot (5.1) yksinkertaistuvan

hieman muotoon

(4) 0 "__
ElLw® —(M%0)" =0, 52)
Elo!" —=Glg/-MW +qyy,p =0.

z
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5.3 Kiepahduksen differentiaaliyhtaloiden reuna-
ehdot

Alla esitelladn kiepahduksen differentiaaliyhtaldiden tavallisimpia
reunaehtotyyppeja. Naitd reunaehtoyhtalditda tulee palkin kumpaakin
paéhan 4 kpl ja siten koko tehtédvaan yhteensa 8 kpl.

(a) Taipuminen z —akselin suunnassa sauvan paassa X = x, on estetty:

w(X,)=0 (5.3a)

(b) Kiertyminen y —akselin ympéri sauvan paassa x = X, on estetty:

@, (%) =W (x)=0 (5.3b)

(c) Kiertyminen vaantokeskidakselin ympari sauvan paassa x = X, on
estetty:

(%) =0 (5.3¢)

(d) “Poikkileikkauksen kayristyminen sauvan padssa x =X, on estetty:

U(%,5) =—a(8)g{ (%) = 0
p—

(%) =0 (5.3d)

(e) Taipuminen z —akselin suunnassa sauvan paassa X = x, voi tapahtua
vapaasti:

Tassé tapauksessa sauvan paahdn ei vaikuta ulkoista  z —akselin
suuntaista voimaa. Tdméan merkitsee sitd, ettd kaavan (3.16) mukaisen

jannitysresultanttivektorin z —akselin suuntaisen komponentin W tulee
havita. Palkin N =0 tapauksessa tdma ehto on

W (XO) = Qz (XO) + (M zgot),(xo) = O
Tahan yhtal6on sijoitetaan Q, =—EI w" ja M, =M, jolloin reuna-

ehdoksi tulee
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ZELW (%) + (M0, (%) =0 (5.3¢)

(f) Kiertyminen y —akselin ympari sauvan padssa x = x, voi tapahtua
vapaasti:

M, (X,) =—El w'(x,)=0

=

w'(x,) =0 (5.3f)

(9) Kiertyminen vaantokeskitakselin ympari sauvan paassa X = x, voi
tapahtua vapaasti:

Kuva 5.3: Reunaehto, joka sallii poikkileikkauksen kiertymisen
vaantokeskitakselin ympdri tapahtua vapaasti

Kuvassa 5.3 leikkausvoiman Q;’(xo) momentti vaantokeskitn suhteen on
yhté suuri kuin momentti T (x,) eli

T, (Xo) = _QS(XO)[W(XO) + (yq - yv)(Pt(Xo)]-
Tarkasteltavan palkin (N =0,Q,=Q/, Q,=0, M, =0 ja M, =M})

tapauksessa momentin T, kaavasta (3.17) saadaan
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T = MX—WQ;’+MSW’+2ﬁny¢t’
= —El "+ Gl —wQ’ + MW + 28, M %,

joten reunaehtoyhtaloksi tulee

—El_@(%,) + Gl (X,) + MW (X,)

0 ' 0 (53g)
+2ﬂyM z (Xo)got(xo) + Qy (XO)(yq - yv)¢t(xo) =0

(h) Poikkileikkauksen kayristyminen sauvan paéssa X = x, voi tapahtua
vapaasti:

B(x,)=—El ¢"(x,)=0
=

¢ (%) =0 (5.3h)

5.4 Paistadn haarukkalaakeroitu palkki

Kéytanndssa hyvin yleinen tapaus on kaksitukinen péistaan haarukka-
laakeroitu palkki (kuva 5.4). Tassa tapauksessa kiepahduksen yhtaloita
voidaan yksinkertaistaa seuraavassa esitettavalla tavalla.

Uy

Kuva 5.4: Kaksitukinen pdistdan haarukkalaakeroitu palkki

Haarukkalaakeroidulla tuella taipuminen z-—suunnassa on estetty,
kiertyminen y—akselin (suuntaisen akselin) ympéri saa tapahtua

vapaasti, kiertyminen vaantokeskitakselin ympdari on estetty ja
kayristyminen saa tapahtua vapaasti. Nain tehtdvan reunaehdot ovat
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w(0)=0, M, (0) =0, ¢,(0)=0, B(0)=0,

(5.4)
w(L)=0, M (L)=0, ¢(L)=0, B(L)=0.
Integroidaan yhtal6 (5.1a) puolittain kahdesti, jolloin saadaan
El,w' - M’p, = Ax+ B, (5.5)

missa A ja B ovat integrointivakiot. Kirjoittamalla ndmé yhtalot sauvan
paissa ja huomioimalla reunaehdot saadaan

~M, (0)=0

/_/%
ElL,w"(0) —M? (pt(O) A-0+B,

~M, (L)=0

r—’%
ELwW(L)—M? q)t(L) A-L+B,

= A=0, B=0,

joten yhtélosté (5.5) seuraa

MO
wW=—2¢p,. 5.6
R4 (5.6)

y

Sijoittamalla tdma yht&l6on (5.1b) saadaan

El o —-Gl.g (M)’ —28. (M%) +q°(y. — =0 5.7
EI ¢t ﬁy( Z¢t) +qy(yq yV)(Dt - ( ' )

y
ja edelleen kayttaen tulon derivointia ja yhteytta Q) = M_" edelleen
differentiaaliyhtal6

(M;)*
El

y

Elo" = (Gl +28, M) - 25,Q), - [

—ay (Y, — Yv)]e, =0.|(5.8)

Differentiaaliyhtaloparin (5.1) sijasta saatiin tdssé reunaehtotapauksessa
yksi  neljdnnen  kertaluvun  homogeeninen differentiaaliyhtalo
vaantokulmalle ¢, (x). Tassd tapauksessa reunaehtoja sauvan
kummassakin pé&éssa on kaksi ja reunaehtotyypit ovat kaavojen (5.3c) ja
(5.3h) mukaiset.
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Jos kysymyksessd on massiivipoikkileikkaus, kotelopoikkileikkaus tai
poikkileikkaus, jonka sektoriaalinen koordinaatti @ muuten on nolla,
I, =0 jadifferentiaaliyhtalo (5.7) saa muodon

M) _
El

y

(Gl +28,M))g{ +28,Q)¢ +1 Ay (Yq —¥)lep, =0 (5.9)

Tama on toisen kertaluvun homogeeninen differentiaaliyhtdld. Tassa
tapauksessa reunaehtoja sauvan kummassakin péaassa on yksi kappale ja
reunaehtotyyppi on kaavan (5.3c) mukainen.
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Liite A: Avoimen ohutseinamaisen poikkileik-
kauksen poikkileikkaussuureet

Al Sektoriaalinen koordinaatti
Al.1 Sektoriaalisen koodinaatin maarittely

Tarkastellaan tasokédyréan y,z —tasossa. Kayran sektoriaalisen koordi-
naatin w,, jonka napa on piste A: (ya,Za), differentiaalinen muutos
maéaritellaan kaavalla

dC()A :ihAdS, (All)

missa (vrt. kuva A.1) ha(s) on kayran tarkasteltavaan pisteeseen P

asetetun tangentin etdisyys napapisteestd A. Muutos on positiivinen, jos
koordinaatin s muutosta ds vastaava kiertosuunta napapisteen ympari on
positiivinen (vrt. kuva A.1), muussa tapauksessa se on negatiivinen.

In —Z
|A%|

y
Kuva A.1l: Sektoriaalisen koordinaatin differentiaali

Rak-54.2300 Rakenteiden mekaniikka 111, Ohutseindmaiset rakenteet 1



_ A
Y—Ya
P
avl
y
://65
__Qo____ p’
Idél

Kuva A.2: Pinta-ala dA
Kuvan A.1 perusteella ndhdaan toisaalta, ettd

dwp = 2dA, (AL.2)

missé dA on napapisteen A sekd jana-alkion ds maarittelema
differentiaalinen pinta-ala’. Kuvan A.2 perusteella sille saadaan

dA=A(PQA) + A(QP'A) — A(QP'P)
:%dy(zA —z)+%dz(y—yA +dy)—%d2dy (AL3)

— -2~ 2a)dy+ (y - ya)c2l

Sektoriaaliseen koordinaattiin liitetdan napa A: (ya,za) sekéd (kayralla
sijaitseva) ns. nollapiste P, (vrt. kuva A.3). Niiden avulla sektoriaalinen
koodinaatti wa (s) kayran yleisessa pisteessa P maéritellaan seuraavasti
kaavalla

P P
op = [ dop = [ +ha(s)ds. (Al.4)
Po Po

! Pinta-ala dA mééritellaan tassd suureena, jolla on merkki, joka vastaa kaavan (A1.1)
merkkis&antoa.
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Sektoriaalisen koordinaatin arvo nollapisteessd P, on nolla. Kaavojen
(A1.2) ja (A1.3) avulla sektoriaaliselle koordinaatille saadaan lauseke

y

Kuva A.3: Sektoriaalisen koordinaatin méaarittelyyn liittyvat suureet

+

Kuva A.4 Suorista osista koostuvan poikkileikkauksen sektoriaalisen
koordinaatin méérittdminen
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P
op = [[=(2—2a)dy + (y = ya)dz]| (AL5)
Po

Al.2 Suorista osista koostuvan poikkileikkauksen sektoriaalinen
koodinaatti

Kaytdnnossa ohuet poikkileikkaukset muodostuvat usein suorista osista.
Tarkastellaan kuvan A.4 murtoviivaa. Jos sektoriaalisen koodinaatin arvo
@p; hurkkapisteessa i tunnetaan, saadaan sen arvo etenemissuuntaan

seuraavassa nurkkapisteessd j kaavalla

C()Aj = Wpj + hAij Asij . (A16)

Jos etenemissuunta Kkiertdd napapistettd kuvan positiiviseen suuntaan,
tulee kaavaan +-merkki, péainvastaisessa tapauksessa tulee —-merkKi.
Laskeminen aloitetaan nollapisteestd, jossa wpg =0. Esimerkiksi kuvan

A.4 tapauksessa voidaan l&htien nollapisteesta laskea ensin sektoriaalisen
koordinaatin arvot pisteissa 1, 2, ..., 5 ja sitten lahtien uudelleen
nollapisteesta laskea sen arvot pisteissé 6, 7 ja 8.

Vaihtoehtoisesti voidaan kayttaa kaavaa

wpj = opi — (2 —2a)AY55 + (Yj — Ya)AZ;j), (AL.7)
missa
AYi; =Y — Vi, Az =125 - Z;. (A1.8)

Jalkimmaistd kaavaa (Al.7) kdytettdessa ei tarvitse huolehtia merkista.
Kun sektoriaalisen koordinaatin arvot nurkkapisteissd on madritetty, on
sen jakautuma koko poikkileikkauksen alueella tunnettu, koska
sektoriaalinen koordinaatti jakautuu poikkileikkauksen suorilla osilla
lineaarisesti.

Al.3 Kaareva poikkileikkaus
Jos poikkileikkauksen tai sen osan keskiviiva on kaareva, joudutaan

kayttdmaan kaavaa (Al.4) tai (Al.5), jossa viivaintegrointi suoritetaan
joko analyyttisesti tai numeerisesti. Numeerista integrointia tarkastellaan
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kohdassa A3. Kaytdnnon tarpeita varten riittdvan tarkkoja tuloksia
saadaan kuitenkin kuvaamalla keskiviivan kaarevaa osaa riittavén tihealla
murtoviivalla ja soveltamalla kaavaa (A1.7). Téllainen laskelma on melko
ty6lds, mutta tehtdvd on helppo ohjelmoida vaikkapa MATLAB-
ymparistossa.

Al.4 Haarautuva poikkileikkaus

Myos tapauksessa, jossa poikkileikkaus on haarautuva (vrt. kuva A.5),
kaavat (A1.6) tai (Al.7) ovat edelleen kayttokelpoisia.

T L TTT

Kuva A.5: Haarautuvia poikkileikkauksia
Al.5 Sektoriaalisen koordinaatin esittdminen

Sektoriaalisen koodinaatin jakautuma samoin kuin avoimen ohuiden
poikkileikkausten jannitysjakautumat on tarkoituksen mukaista esittdé
graafisesti vastaavaan tapaan kuin esimerkiksi tasosauvarakenteiden
jannitysresultantit. ~ Valitaan  poikkileikkauksen  kullekin  osalle
positiivinen suunta ja (esimerkiksi) siithen ndhden vasemmalle profiilin
positiivien reuna (vrt. kuva A.6). Kuvaajien ordinaatat piirretdén
kohtisuorina etdisyyksind profiilin keskiviivasta siten, ettd positiivien
suunta on positiiviseen reunaan (katkoviivaan) péin.

Kuva A.6: Poikkileikkauksen osien positiiviset suunnat (nuoli) ja
positiiviset reunat (katkoviiva)
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Kuva A.7: Sektoriaalisen koordinaatin napapisteet A ja B

Al.6 Sektoriaalisen koodinaatin napapisteen vaihto

Tarkastellaan tilannetta, jossa sektoriaalinen koordinaatti wa (S) navan A

suhteen tunnetaan, ja halutaan maarittdd sektoriaalinen koordinaatti
wg(s) navan B suhteen (vrt. kuva A.7). Muokkaamalla wg(s):n

lauseketta saadaan

P
g = [ [-(2-2g)dy + (y - yg)dz]
Po

P
= J[—(Z —Zp +Zp —Zg)dy + (Y — YA + YA — Yp)dZ]
Po

P P
= [[~(z=2a)dy +(y = Ya)dz]+ [ [~(za = 25)dy + (YA — Y5)dZ]
Po Po

P p
= op —(Za —ZB)IdY+(YA —YB)IdZ
Po Po

=op —(Za = 28)(Y = Yo) + (Ya = ¥B)(Z - Z9).

Nain saatiin kaava

wg = op +(2g —Zp)(Y = Yo) = (Y = Ya)(Z — Zp), (A1.9)

jota voidaan kayttdd, kun halutaan vaihtaa sektoriaalisen koodinaatin
napapiste. Sitd kutsutaan tassa napapisteen vaihtokaavaksi.
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A2 Avointen ohuiden profiilien poikkileikkaussuureet

A2.1 Merkint6ja

Poikkileikkauksen pinnalle ja vastaavalle pinta-alalle kdytetddn merkintaa
A. Tarkasteltavaan poikkileikkauksen keskiviivalla sijaitsevaan yleiseen

pisteeseen P, liitetdaan ns. osapoikkipinta A" (s), jolla ymmarretaan sita

poikkipinnan osaa, joka jaa tarkasteltavasta pisteestda P katsottuna
positiivisen suunnan osoittamalle puolelle. Vastaavasti pisteestda P
katsottuna negatiivisen suunnan puolelle ja&vélle pinnan osalle kdytetaan

merkintdd A= (s) (vrt. kuva A.8).

A=A"+ A"

Kuva A.8: Osapoikkipintojen madrittely: (a) haarautumaton ja (b)
haarautuva poikkileikkaus

Olkoon f(s) poikkipinnalla méaéritelty koordinaatista s riippuva funktio.
Sen integraalille koko poikkipinnan A yli kdytetddn merkint6ja

|
j fdA = j f (s)t(s)ds = j f (s)t(s)ds (A2.1a)
A 0

sen integraalille osapoikkipinnan A" (s) yli kaytetdan merkintoja
[
j fdA = j f (s)t(s)ds = j f (s)t(s)ds (A2.1b)
At S +
ja sen integraalille osapoikkipinnan A~ yli merkint6ja
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j fdA=jf(s)t(s)ds= j f (s)t(s)ds. (A2.1c)
A 0 -

Kaavoissa (A2.1) t(s) on poikkileikkauksen paksuus. Keskimmaiset

lausekkeet ndissd kaavoissa liittyvat haarautumattomaan poikkipintaan
(kuva A.8 a), missd koordinaatti s on valittu ld4htem&&n poikki-
leikkauksen keskiviivan toisesta paastd, jossa sen arvo on s=0. Tallgin
sen arvo toisessa paéassa on s=1, missa | on profiilin keskiviivan pituus.
Integrointi oikean puoleisessa lausekkeessa (A2.1a) tapahtuu yli koko
poikkipinnan A keskiviivan sekd oikean puoleisissa lausekkeessa

(A2.1b) ja (A2.1c) yli poikkipinnan osan A" tai A~ keskiviivan.
Kirjallisuudessa haarautuvan poikkipinnan keskiviivan yli tapahtuvalle
integraalille kdytetd&n usein merkintéé

¢ f(s)t(s)ds (A2.2)

Tassa ei kuitenkaan tekstinkésittelyllisista syista tallaista merkintatapaa
kayteta.

A2.2 Taivutukseen liittyvat poikkileikkaussuureet

Taivutukseen liittyvat tavanomaiset poikkileikkaussuureet esiteltiin jo
rakenteiden lujuusopin kurssissa. Sielld niitd kaytettiin  1&hinn&
massiivisten poikkileikkausten yhteydessa. Ohutseindmaisille
poikkileikkauksille niiden maéarittely on hyvin samanlainen. Johtuen
poikkipinnan pienetd paksuudesta, niiden madrittdmistda voidaan
kuitenkin hieman yksinkertaistaa.

Taivutukseen liittyvat tavanomaiset koko poikkipinnan poikKi-
leikkaussuureet ovat pinta-ala

A= j dA:JI't(s)ds = j t(s)ds, (A2.3)
A 0

staattiset momentit eli lineaariset momentit y — ja z —akselien suhteen
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S, = j 2dA =[z(s)t(s)ds = j 2(s)t(s)ds,
A (A2.4)

SZ

|
0
[

J yaA=[ y(s)t(s)ds = y(s)t(s)ds,

A 0

jayhyysmomentit eli neliémomentit’® y — ja z —akselien suhteen

|
1, =jz2dA =jz(s)2t(s)ds =jz(s)2t(s)ds,

A ? (A2.5)
|, = j y2dA = j y(s)’t(s)ds = j y(s)?t(s)ds
A 0

seka tulomomentti

|
l,, = j yzdA = j y(S)Z(s)t(s)ds = j y(s)z(s)t(s)ds. (A2.6)
A 0

Taivutukseen liittyvat osapoikkipinnan poikkileikkaussuureet ovat

osapoikkipinnan pinta-ala

|
A(s) = j dA= j t(s)ds = j t(s)ds (A2.7)
AT S +

ja osapoikkipinnan staattiset momentit

|
S, ()= j 2dA = j 2(s)t(s)ds = j 2(s)t(s)ds,
SR * (A2.8)
S,(s) = j ydA = j y(s)t(s)ds = j y(s)t(s)ds.
At S +

2 poikkileikkaussuureille kaytetaan tassa perinteisia nimityksia staattinen momentti,
jayhyysmomentti ja tulomomentti. Nimitykset lineaarinen momentti ja neliomomentti

kahdelle edelliselle ovat myods kaytossa.
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Naissa kaavoissa integrointi tapahtuu yli osapoikkipinnan A" keski-
viivan. Kaavasta (A2.8) saadaan

Sy

| | S S
S, ()= j 2(s)t(s)ds = j 2(s)t(s)ds — j 2(s)t(s)ds =S, - j 2(s)t(s)ds.
S 0 0 0

Jos nyt koordinaatisto on asetettu poikkileikkauksen pintakeskiodn on
koko poikkileikkauksen staattinen momentti S, =0. Nain saadaan tulos

| S
S,(s)= j 2(s)t(s)ds = — j 2(s)t(s)ds..
S 0

Talla periaatteella saadaan osapoikkipinnan staattisille momenteille
vaihtoehtoiset lausekkeet

S, (s)=- j sz:—jz(s)t(s)ds =— j 2(s)t(s)ds,

A ; § (A2.9)
S,(8)=- [ ydA=~[y()t(s)ds =~ [ y(s)t(s)ds,

A~ 0 -

joissa integrointi tapahtuu yli osapoikkipinnan A~ keskiviivan. Naiden
kaavojen kayttd on kéytdnndssd joissain  tapauksessa hieman
suoraviivaisempaa kuin kaavojen (A2.8).

A2.3 Sektoriaaliset poikkileikkaussuureet

Sektoriaalinen koordinaatti w(s) on ohutseindmaéisten poikkileikkausten
teoriassa erddnlainen lisdkoordinaatti koordinaattien y(s) ja z(s) ohella.

Siihen liittyy niin sanottuja sektoriaalisia poikkileikkaussuureita. Koko
poikkipintaan liittyvat sektoriaalinen staattinen momentti eli
sektoriaalinen lineaarinen momentti on

|
S, = j wdA = j w(s)t(s)ds = j w(s)t(s)ds, (A2.10)
A 0
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sektoriaalinen jayhyysmomentti eli sektoriaalinen neliomomentti on

|
|, = j wsz:j w(s)%t(s)ds =j w(s)%t(s)ds, (A2.11)
A 0

seka sektoriaaliset tulomomentit ovat

|
lyo = j yodA = j y(s)a(s)t(s)ds = j y(s)a(s)t(s)ds,
A 0

| (A2.12)

l,, = j ZadA = j 2(s)w(s)t(s)ds = j 2(s)(s)t(s)ds.
A 0

Osapoikkipinnan sektoriaalinen poikkileikkaussuure on  osapoikki-
pinnan sektoriaalinen staattinen momentti

|
S, (s)= j wdA = j w(s)t(s)ds = j w(s)t(s)ds

A (A2.13)

=— I wdA=— j'a)(s)t(s)ds = —J' (s)t(s)ds.
A~ 0 -

A2.4 Vapaan vaannon vaantéjayhyysmomentti

Rakenteiden mekaniikan perusteiden luentomonisteen kohdassa 6.62
k&siteltiin  ohutseindmadisen avoimen poikkipinnan véantojayhyys-
momentin maarittdmista. Kerrataan téssa joitakin saatuja tuloksia.

\
\

t /7

\
\

Kuva A.9: Ohutseindinen avoin poikkipinta, jonka paksuus t on vakio.
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Kuvan A.9 ohutseindmaisen avoimen poikkileikkauksen, jonka seindman
paksuus t on vakio ja pituus on |, vaantdjayhyysmomentti on

I :%ﬂ | (A2.14)

| 1
s
| |
Kuva A.10: Ohutseindinen avoin poikkipinta, jonka paksuus on paloit-
tain vakio.

Kuvassa A.10 on esitetty poikkileikkaus, jonka paksuus on paloittain
vakio. Tamén tyyppisen poikkileikkauksen vaantéjayhyysmomentti on

I, :%thsi. (A2.14)

Kuva A.11: Ohutseinéinen avoin poikkipinta, jonka paksuus t(s) vaih-
telee.
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Jos poikkipinnan paksuus vaihtelee, saadaan sen vaantojayhyysmomentti
seuraavasti: Poikkileikkauksen differentiaalisen osan (vrt. kuva A.11),
jonka pituus on ds, osuus poikkileikkauksen véantéjayhyysmomentista
on dl =1/3-t3ds. Integroimalla yli poikkileikkauksen keskiviivan
saadaan nyt

I = [d, =%Jl't3(s)ds.
0

Tam& tulos paksuudeltaan vaihtelevan ohutseindméisen poikKki-
leikkauksen vaantojayhyysmomentille voidaan esittdd seuraavissa
muodoissa

I

1¢.0 1.3 l¢.3

I, == |t°dA==|t°(s)ds==|t°(s)ds. A2.15
tBJA 3{” ALC) (A2.15)
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A3 Avointen ohuiden poikkileikkausten poikki-
leikkaussuureiden laskemisesta

A3.1 Analyyttinen integrointi

Joissakin tapauksissa on tarkoituksenmukaista suorittaa poikkileikkaus-
suureiden lausekkeissa esiintyvét viivaintegroinnit analyyttisesti.

A3.2 Integraalitaulukkojen kaytto

Suorista osista koostuvan ohuen avoimen poikkileikkauksen tapauksessa
integrandit  poikkileikkaussuureiden lausekkeissa ovat korkeintaan
ensimmaisen asteen polynomeja, niiden tuloja tai neliditd. Tallin
integrointi on ké&teva suorittaa Taulukon A.1 mukaisia, jo Rakenteiden

mekaniikka I:n  kurssissa esilla  olleita, If_fds integraalien
maéarityskaavoja kayttéen.

A3.3 Numeeriset integrointikaavat

Jos poikkileikkauksen keskiviiva on kaareva tai sen paksuus vaihtelee,
voidaan soveltaa numeerista integrointia. Tassé tapauksessa
kayttokelpoinen on Simpsonin kaava. Sitd kaytettdessa integroimisvéli |
jaetaan tasavalein parilliseen maérddn n jakovéleja. Talldin Simpsonin
kaava on

|
J.f(x)dx~%(fo +4f +2f, +--+2f,_,+4f, 1+ 1), (A3.1)
0

missa Ax=I1/n ja f;="f(iAx). Kaava on likikaava, jonka tarkkuus

paranee, kun jakovalien lukumaarédd n lisdtd&dn. Mikali integroitava
funktio on polynomi, jonka asteluku on kolme tai alempi, Simpsonin
kaava antaa tarkan tuloksen. Suorista osista koostuvan ohuen avoimen
poikkileikkauksen tapauksessa asia on ndin, jolloin voidaan kayttaa
kahden jakovélin Simpsonin kaavaa

|
j f (x)dx ='g(f0 +4f + f,). (A3.2)
0
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Taulukko A.1: Integraalien jf_f dx mé&aritystaulukko

f
. l«—1 5| |[«—1 5| l«—1 5| |[«——>|
f
f |- - P
|:|| It SR SR S+ D)
|[¢«——>|
- = = |
A ST SR A @R+,
[
| s g - .
| Effl E Ofl 5 1f1 E(f0+2f1)f1
|l«——>|

| - | | - | -
foéﬁ 5 (1) S h@h+t) | STf+2h) Sh@ho+ )
+f(f,+25)]

f1/2
2, | - | - [
@ Elf f1/2 5 f0 f1/2 § f1f1/2 E(fo"' fl) fl/z
l<—>|
f1/2
_f(fo+4f1/z) _fo(fo+2f1/2) _flf1/2 _[fofo+2(fo+ fl)fl/Z]
| 6 6 3 6
l«<—>]
f1/z
~f (4 fl/Z + fl) 5 f0 f1/2 = f1(2 f1/2 + fl) _[2( f0 + fl) fl/Z + f1 fl]
| 6 3 6 6
l«<—>|
f1/2
| - | - I - | - -
fo@ fl % f(fo+4f,+1) 5 o(fo+21y,) 5 f(2f,,+ 1) g[fo fo+2(fo+ ) fy,
|E | S | +f_lfl]
72 2 | | | = 7 =
J‘f dX If §f02 51:12 §(f02+f0 1+ 12)
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A4 Sektoriaalisen koordinaatin normeeraus
A4.1 Normeerattu sektoriaalinen koordinaatti

Sektoriaalista koordinaattia, jonka nollapiste on valittu siten, ettd sitéd
vastaava poikkipinnan sektoriaalinen staattinen momentti S, haviaa,

kutsutaan normeeratuksi sektoriaaliseksi koordinaatiksi.

A4.2 Sektoriaalisen koordinaatin normeeraus

P(S o A

. })\Po

Kuva A.12: Sektoriaalisen koordinaatin apunollapiste Py ja nollapiste
Po.

Sektoriaaliselle koordinaatille, jonka napa on A ja nollapiste on P, (vrt.
kuva A.12) saadaan

P P Po
wp (S) = j +hy tds = j +hy tds — j +hatds = wp () — wa(S), (Ad.1)
Po P P

missd wp (S) on sektoriaalinen koordinaatti, jonka nollapiste on Pg.
Sektoriaalista koordinaattia w, (S) vastaavalle sektoriaaliselle staattiselle
momentilla saadaan nyt

Sy = j wp (S)t(s)ds = j @ (S)t(s)ds — @iy (So) j t(s)ds

| (Ad.2)
=S —@a(S0) A

missa
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Sy = j Wi (S)t(s)ds (A4.3)

on sektoriaalista koordinaattia wp (S) vastaava sektoriaalinen staattinen
momentti. Merkitsemalla edellinen nollaksi (normeeraus) saadaan

’ SCUA
a)A(So): A . (A44)

Sijoittamalla tdma tulos lausekkeeseen (A4.1) saadaan

S,
Op (5) = @ (8) ~ 2 (A4.5)

Otaksutaan nyt, etta piste Py on valittu apunollapiste ja sita vastaava
sektoriaalinen koordinaatti @ (s) ja sektoriaalinen staattinen momentti
S, On madritetty. Kaavalla (A4.5) voidaan nyt laskea normeerattu
sektoriaalinen koordinaatti wa(s). Kaavaa (A4.5) Kutsutaan tassa
sektoriaalisen koordinaatin normeerauskaavaksi.

A4.3 Symmetrisen poikkileikkauksen normeerattu sektoriaalinen
koordinaatti

Symmetrisen poikkileikkauksen tapauksessa sektoriaalisen koordinaatin
napapiste on tarkoituksen mukaista asettaa symmetria-akselille. T&ssa
tapauksessa poikkileikkauksen normeerattu sektoriaalinen koordi-
naatti saadaan suoraan asettamalla sen nollapiste P, poikkileikkauksen

symmetriapisteeseen (symmetria-akselin ja poikkileikkauksen keski-
viivan leikkauspisteeseen). Tama tulos osoitetaan kohdassa A5.3.
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A5 Vaantokeskio

A5.1 Vaantokeskion marittely

Sen normeeratun sektoriaalisen koordinaatin @, napapiste V, jota

kayttden lasketut sektoriaaliset tulomomentit Ly, ja | 200, héaviavét, on

poikkipinnan vaantokeskio eli leikkauskeskio.

A5.2 Vaantokeskion maarittaminen

o A

—

AN
VE

Kuva A.13: Apunapa A ja vaantokeskio V

Jos sektoriaalinen koordinaatti @, apunavan A suhteen tunnetaan,

sektoriaaliselle koordinaatille vaantokeskion V suhteen saadaan
napapisteen vaihtokaavaa (A1.9) kéyttden

oy =op +(2y —Za)(Y = Yo) — (Vv = Ya)(Z— 7). (A5.1)

Sijoittamalla tama sektoriaalisen tulomomentin I, lausekkeeseen
(A2.12a) saadaan aluksi

lyo, = [YoydA=[yloa +(2y = 2a)(Y = Yo) = (Vv — Ya)(Z - 20)1dA
A A
= [ yoadA+(2y = 22)([ y?dA- yo [ ydA)
A A A
~(Yv — Ya)(] yzdA -z, [ ydA),
A A

= Iya)A +(zv —2a)(; = ¥0S,) — (Vv — yA)(Iyz —255;).
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Koska y,z —koordinaatiston origo on pintakeskidssd, staattinen momentti
S, haviaa, ja sektoriaalinen tulomomentti 1, ~saa muodon

Iya’v - Iya’A +(zy —za)l; = (yv — yA)Iyz' (A5.2a)

Vastaavalla tavalla saadaan sektoriaaliselle tulomomentille 1,,, ~lauseke

Lo, = V2o +(@2v = Za)ly = (Yy = YA)ly- (A5.2b)

\%

Ehdoista 1,,,, =0 ja I,,,, =0 seuraa yhtalopari, jonka ratkaisu on

1,1 I, I
Z ZCUA yZ y(l)A
yV_yA+ I |2
y'z yz
] L (A5.3)
7o g Y YOn Y2 z0A
V — A 2
11, — 1%,

Namé ovat kaavat, joilla voidaan laskea vaantokeskioén V koordinaatit
Yy Ja zy, kun apunavan A Kkoordinaatit y, ja z,, poikkileikkauksen
jayhyysmomentit I, I, tulomomentti 1, seka sektoriaaliset
tulomomentit lyon ja 200, pintakeskitkoordinaatistossa y,z on ensin
maéaritetty. Jos Y,z —koordinaatisto on liséksi padjayhyyskoordinaatis-

to, jolloin 1,, =0, kaavat (A5.3) saavat muodon

|
Yv =Ya + leA ,
| y (A5.4)
ZV - ZA - ya)A
IZ

Ab5.3 Symmetrisen poikkipinnan vaantokeskit

Valitaan Y,z —koordinaatisto siten, ettd y—akseli yhtyy symmetria-
akseliin. Asetetaan apunapa A symmetria-akselille (y —akselille) ja
nollapiste P, poikkileikkauksen symmetriapisteeseen (keskiviivan ja
y —akselin  leikkauspisteeseen). Nyt sektoriaalisen  koordinaatin
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differentiaali pisteessda P:(y,z) on dmps =+hads ja siihen nahden
symmetrisessa pisteessd P': (y,—z) se on dwp =-hads, joten kaavan
(Al.4) mukainen integrointi tuottaa w@a =-wp. Sektoriaalinen
koordinaatti on siten pariton funktio ja sektoriaalisen staattisen momentin
(A2.10) integrandi on myds, joten sille patee S, =0. Kysymyksessa on
siten normeerattu sektoriaalinen koordinaatti. My0ds sektoriaalisen
tulomomentin Ly lausekkeessa (A2.11a) integrandi on pariton funktio,

joten 1, =0.Vaantokeskion y -koordinaatille saadaan tallgin

ZCOA

ly

Yv =Ya + (A5.5)

jase onsiis y — eli symmetria-akselilla.

Todetaan siis, ettd symmetrisen poikkileikkauksen vaantokeskio on
symmetria-akselilla. Sitd vastaava normeerattu sektoriaalinen
koordinaatti saadaan asettamalla nollapiste P, poikkileikkauksen

symmetriapisteeseen.

Jos poikkileikkaus on kaksoissymmetrinen, samoin kuin pintakeskio C,
normeeratun sektoriaalisen koordinaatin nollapiste P, ja vaantokeskio V

sijaitsevat symmetria-akseleiden leikkauspisteessa.
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A.6 Muita poikkileikkaussuureita

Tarkastellaan lopuksi vaantonurjahduksen ja kiepahduksen yhteydessé
esiintyvien g -poikkileikkaussuureiden maarittdmistd. Niissd esiintyy
seuraavan tyyppisia integraaleja

[y(y? +2°)dA= [ y(s)y(s)* + 2(s)* Ttds,

j 2(y? +2°)dA = j 2(s)[y(s)® + z(s)*]tds, (A6.1)

A

j w(y? +27°)dA= j (S)[Y(s)? + 2(s)? Jtds.

Siind tapauksessa, ettd poikkileikkaus muodostuu suorista osista,
riippuvuudet y=vy(s), z=2(s) ja w=w(s) ovat lineaarisia. Jos
poikkileikkauksen paksuus t kullakin suoralla osalla on vakio, integrandit
koostuvat lineaarisen funktion y(s), z(s) tai @(s) ja kavdraattisen

funktion y(s)® +z(s)* tuloista. Integrointiin voidaan tassakin kayttaa
taulukon A.1 kaavoja, ja ne antavat tarkan tuloksen.
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Liite B: Differenssimenetelman kayttd yhden
muuttujan reuna-arvotehtavien ratkaisemisessa

B.1 Funktion differenssiapproksimaatio

Tarkastellaan yhden muuttujan funktiota f (x). Differenssimenetelmassé

sitd ja sen derivaattoja approksimoidaan diskreeteissé tasavélisissé
pisteissa (vrt. kuva B.1).

f(x)

Kuva B.1: Funktion f(x) approksimointi differenssipisteissé i=1,---,n.

B.2 Funktion derivaattojen differenssilausekkeita

Differenssimenetelméssa kehitetddn lausekkeet, joiden avulla funktion
derivaattojen f'(x), f"(x) jne. differenssiarvot (arvot differenssi-

pisteissd) f', f”, jne. voidaan lausua lineaarisina lausekkeina funktion
differenssiarvoista f.. Seuraavassa johdetaan namé lausekkeet.

Muodostetaan funktion f(x) Taylor kehitelmé pisteen i ympéristossa. Se
on

F(x) = f(x)+ f'(xi)(x—xi)+%f"(xixx—xi)z +%f’"(xi)(x—xi)3 b
' ' (B.1)

Rak-54.2300 Rakenteiden mekaniikka 111, Ohutseindmaiset rakenteet



f(x)
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Kuva B.2: Funktion differenssisarvoja pisteen i ymparistossa

Méaritetdan sitd kayttden funktion f(x) arvot pisteissa i—1 ja i+1

f (Xi,l) = f (Xi) + f '(Xi)(Xif1 — Xi) +i f ”(Xi)(xifl _ Xi)z .
! (B.2)
f (X)) =F(x)+ F(X)(X—%) +% (%) (X1 — Xi)2 +e

Katkaisemalla sarjat kaavoissa (B.2) nakyviin toisen asteen termeihin ja
ottamalla kayttoon sovitut merkinnat f, = f(x), f'=f'(x), f" = f"(x)
jne. saadaan yhtalot

fonf— A S A,
2 (B.3)

f,~f + f'Ax +% fAX?.

Tasta yhtéloparista voidaan ratkaista ensimmaisen ja toisen derivaatan
arvot f' ja f” differenssipisteessa i. Niille saadaan

1
f'e—(-f_ + 1), B.4
i ZAX( i-1 |+1) ( )

" 1
fi'= F( fia—2f+f,). (B.5)
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Differenssilausekkeet korkeammille derivaatoille saadaan kdyttaen
hyvéksi ensimmaisen ja toisen derivaatan lausekkeita. Kolmannelle
derivaatalle saadaan ndin

" f,-2f +f f-2f  +f
f. _ f — i—2 i-1 Py i+1 i+2
i 2A ( |+1) ( sz AX )

josta seuraa tulos

" 1
fi ~ m(_ fifz +2 fi -2 f|+1 + f|+2) (B-G)

Neljannelle derivaatalle saadaan vastaavaan tapaan

i+1

fi(“) (f”—2f+f
AX?
1 fi72—2fifl+fi_ f.-2f+f f,-2f.  +f

— 2 -1 i 1+1 4+ i+1 i+1
sz( AX? AX? AX? )
josta seuraa tulos
FO~ L (f _4f +6f—4f +f
i ~F( i —alig+ int |+1) (B-7)

B.3 Reuna-arvotehtavan ratkaiseminen differenssi-
menetelmalla

Yhden muuttujan reuna-arvotehtdvd muodostuu differentiaaliyhtalosta
(tai useammasta), niin sanotu(i)sta kenttdyhtalo(i)std, sekda sen
reunaehdoista. Kenttdyhtdlon tulee olla voimassa probleeman
méérittelyalueessa, joka yhden muuttujan x tapauksessa on vali
x —akselilla, ja reunaehtojen tulee olla voimassa valin paissa.

Differenssimenetelméassa kenttayhtalo(t) diskretoidaan muodostamalla
kussakin madrittelyalueeseen kuuluvassa differenssipisteessé i vastaava
differenssiyhtéld. Se saadaan sijoittamalla kunkin differentiaaliyhtalossa
esiintyvén funktion paikalle sen differenssiarvo ja derivaatan paikalle sen
differenssilauseke. Nain kutakin differenssipistettd kohti saadaan
tuntemattoman funktion differenssiarvojen valinen yhtdld. Reunaehto-
yhtal6t reunapisteissa diskretoidaan vastaavaan tapaan.
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Differenssiverkon valinnassa ja reunaehtojen kasittelyssa on olemassa
erilaisia kdytantdja. Tarkastellaan niité seuraavassa:

(a) Yleispateva menettely

Tarkastellaan ensin johdonmukaista ja mahdollisimman yleispatevaa
kéaytantod, joka soveltuu tdman vuoksi hyvin myods ohjelmointiin. Siing
differenssipisteitd sijoitetaan myds madrittelyalueen ulkopuolelle niin
monta, ettd kenttdyhtdlon korkeimman derivaatan differenssilauseketta
voidaan soveltaa ko. reunalla olevassa differenssipisteessa. Tama
merkitsee sitd, ettd esimerkiksi toisen kertaluvun differentiaaliyhtal6a
ratkaistaessa reunalla olevan differenssipisteen ulkopuolelle tarvitaan
yksi ulkoinen differenssipiste ja neljannen kertaluvun differentiaali-
yhtdlon tapauksessa tarvitaan kaksi ulkoista differenssipistetta. Jos
esimerkiksi kysymyksessa on palkin differentiaaliyhtald EIv® (x) =q(x),
joka on neljatta kertalukua, differenssiverkko on kuvan B.3 mukainen.
Muodostamalla kenttdyhtdlod vastaavat differenssiyhtalot maarittely-
alueen sisélla ja reunoilla (péissd) olevissa differenssipisteissd seké
reunaehtoja vastaavat differenssiyhtdalot reunoilla olevissa differenssi-
pisteissé saadaan probleeman tuntemattoman funktion differenssiarvoille
yhtéloryhmd, jossa yhtd monta yhtdl6d kuin tuntemattomia. Tamé
yhtaléryhmd voidaan sitten ratkaista. =~ Koska tuloksena saadaan
tuntemattoman funktion differenssiarvot kaikissa differenssipisteissa
(myo6s ulkoisissa), voidaan tehtdvan muu ratkaisu (ns. derivaattasuureet),
esimerkiksi palkkitehtavassa taivutusmomentin M =—EIV" ja leikkaus-
voiman Q =—EIv"” differenssiarvot, maarittaa suoraviivaisesti.

a(x)
1 2 3 ;1 W . n-2 n-1 n
L |

y,v(X)

Kuva B.3: Differenssiverkko palkin ratkaisemiseksi differenssi-
menetelmalla

(b) Laskentatyota saastavat menettelyt

Yleispéatevassd menettelyssé syntyy jo pienestd tehtévastd suuri
yhtéloryhmd. Taman vuoksi esiintyy erilaisia kdytantoja, joilla paadytdan
erityisesti  kasilaskua silméllapitden pienempddn yhtaléryhmaan.
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Periaatteena néaissa kaytdnnoissa on se, ettd reunaehtoja vastaavia
differenssiyhtélitd, joko yksin tai yhdessé reunapisteessa muodostetun
kenttdyhtdloa vastaavan differenssiyhtalon kanssa, kaytetaan hyvaksi
ulkoisten differenssiarvojen eliminoimiseen etukédteen lopullisesta
yhtaloryhmastd. Né&in lopulliseen yhtaloryhmaan tulee yhtéaloiksi vain
kenttayhtéloita vastaavia differenssiyhtdloitd ja tuntemattomiksi vain
maéarittelyalueeseen kuuluvien differenssipisteiden differenssiarvoja.
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