Rak-54.3100 Rakenteiden mekaniikka 111, 2011

Kotitehtava 1:
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Tarkastellaan kuvan poikkileikkausta.

(a) Maarita poikkileikkauksen pintakeskion C etaisyydet e, ja e, uuman
ja ylalaipan keskiviivoista.

(b) Valitse v,z —koordinaatistoksi pintakeskiokoordinaatisto ja piirréd
poikkileikkauksen y — ja z —kuviot.

(c) Maarita poikkileikkauksen sektoriaalinen koordinaatti @, , jonka

nollapiste O’ on uuman ja ylélaipan leikkauspisteessé ja napa A on
puoliympyradn muotoisen alalaipan keskiviivaympyran keskipisteessa,
seka piirra w, —kuvio.

(d) Madrita poikkileikkauksen jayhyysmomentit 1, ja I,, tulomomentti
,, seka sektoriaaliset tulomomentit I, ja I, .
(e) Maarita poikkileikkauksen vaantokeskion koordinaatit y,, ja z,,.

Osittainen vastaus:
e, ~0,756a, e, ~0,419a

|, ~2,36a’, |, ~0,769a’t, |, ~0,128a’t,
Ly = 2,31a’, |, ~0,126a"t
yyv = 0,245a, z,, = -0,898a

Palautus pe 16.9 klo 16.00 mennessa.
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Rak-54.3100 Rakenteiden mekaniikka I11, 2011

Kotitehtavan 1 ratkaisu:
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! ~ oC v Y& z
voiog 'o ¥ 400,41863 .
! ! °~.0,5a
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A=A+A +A=a-2t+a-t+z-0,5a-2t = (3+ r)at = 6,142at

Ae, +Ag,, + Al 2at-0+at-0,5a+7rat-(1+1)a

y L —0,7557a
A 3+ r)at

e - Ae,+Ag,+Ae, _2at-0,5a+at-0+zat-0,5a ~0,4186a
A (3+7)at
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(b) y— ja z—koordinaatit pisteissa 1-7:
Vali 3-7:

y =0,2443a+0,5a-sin¢
z=0,0814a-0,5a-cos¢

yi ZI

—0,7557a | 0,5814a

-0,7557a | -0,4186a

0,2443a | -0,4186a

0,5979a | -0,2722a

0,7443a 0,0814a

0,5979a 0,4350a

N OO~ W NP -

0,2443a 0,5814a

[ERg A

|<13,081461

o ——— > 7
Io, 2443a
:

P
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(c) Sektoriaalinen koordinaatti «j pisteissa 1-7: (d)

| a | Lasketaan jayhyysmomentit ja tulomomentti:
2 3 7
—% 1 w,=0 I, = I y?tds = 2tj y2ds +tj y2ds + ZtI y2ds,
O' U ’
@ = @), —h,As,, =0-a-a=-a’ ; 32 73
@), = Wy, +NyAS,, =0+a-0,5a = 0,52 I, = _[ 2%ds = ZtJ z%ds +tj z°ds + ZtI z%ds,
a Vali 3-7: 1 2 3
N 0,5a ¢ 2 3 7
0.5a w,;:w,ga+IhA(s)ds:a),;3+0,5a~_|.0,5ad¢ Iyz:Iyztds:2tjyzds+tjyzds+2tfyzds.
1 2 3
: | 23 2 ’ 2 2
=0,5a° +0,25a% = (0,5+0, 25¢)a J' y?ds = a- (-0, 7557a)? = 0,5711a°
1
2
[2%ds= %-[(0,5814:;1)2 +0,5814a- (~0,4186a) + (-0, 4186a)?] = 0,0900a°
1
? a
[ yzds = >+(-0,7557a)-(0,58142 - 0,4186a) = -0, 06154
1
3
| oy j y2ds = 2.[(~0,7557a)? — 0,7557a-0, 2443a + (0, 2443)] = 0,1487a°
1 _az 2 3
2]0 t
jzzds =a-(-0,4186a)* =0,1752a°
30,507 2
4| 0,6963a* 3
. [ yads =2 (-0, 7557 +0,2443a)(-0, 4186a) = 0,10702°
51 0,8927a 2 2
6 | 1,0890a> 7 ) - . i 05209
7| 1 285427 _!y ds :‘([(0,2443a+0, 5a-sing)” ds

=0,5-a"[ (0,0597 +0,2443sin ¢ +0, 25sin ¢*)d g
0

= 0,5a° [0, 0597 |+ 0, 2443| (~cos ¢) + 0, 25| @ _sin2dy,
0 0 0 2 4
=0,5a°-(0,0597 - 7a? +0,2443a% -2 + 0, 2522 -%) =0,5344a°

z 0,5ad¢g

7 -
jzzds = j (0,0814a—0,5a-cosg)? ds
3 0
= 0,5-a3j(o,0066—o, 0814c0s ¢ +0,25c0s ¢2)dg
0
=0,5a°-[0,0066¢ —0,0814] sin ¢ +0, 25|(§+%)]
0 0 0

=0,5a°(0,0066- 7 +0,0814-0+0, 25%) =0,2067a°
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0,5adg

7 4
J'yzds:_[(o, 2443a +0,5a-sin ¢)(0,0814a—0,5a- cos ¢) a’E
3 0
:0,5~a3J'(0,0199+0,04O7sin¢—0,1222cos¢—0,253in¢cos¢)d¢
0
3 V4 T n i izsin2¢
=0,5a -(0,0199|¢—0,0407|cos¢—0,1222|sm¢—0,25|T)
0 0 0 0

=0,5a°-[0,0199- 7 —0,0407 - (—2) —0,1222-0—0, 25-0] = 0,0720a°

2 3 7
1, =2t y’ds+t[y’ds+2t[ y’ds = 2t-0,5711a° +1-0,1487a° + 2t -0,5344a°
1 2 3

=2,360a%

2 3 7
1, =2t 2°ds+t[ 2°ds +2t [ 2°ds = 2t-0,0900a° +1-0,1752a° +2t -0, 2067a°
1 2 3
=0,7686a’t
2 3 7
I, =2t j yzds +t j yzds + 2t j yzds = 2t -(-0,0615a%) +t-0,1070a° + 2t - 0,0720a°
1 2 3
=0,1280a%
Lasketaan sektoriaaliset tulomomentit:

2 3 7
Ly :Iya);tds = 2tj Yy, ds +tI ya)Ads+2tI yw,ds,
1 2 3

2 3 7
Loy, = j Zaptds = ZtI Zw,ds+ tj Zw,ds+ ZtI Zw,0s.
1 2 3
Integraaleja:

2

[ yayds :%(70, 7557a)-(~a?) = 0,3779a

1

20,ds = %(2 .0,5814a - 0,4186a)(~a2) = ~0,1240a"
Y, ds = %(70, 7557a+ 2-0,2443a)0,5a% = -0,0223a’*

Zw,ds = % (-0,4186a)0,5a° = —0,1046a’*

N N b —
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7 ¥ 4
j ya,ds = j(o, 2443a+0,5a-sin ¢)(0,5+0, 254)a’0,5ad ¢
3 0

=0,5a* [(0,1222++0,25sin ¢ +0,06114 +0,1254sin 4)d
0

T

=0,5a[0,1222|¢ -0, 25| cos ¢ +0,0305|¢* +0,125|(sin ¢ - pcos g)]
0 0 0

0
=0,5a*(0,12227 +0,25-2+0,03057” +0,1257)
=0,7888a*

7 T
jzw;ds = j (0,0814a—0,5a-cos¢)(0,5 + 0, 254)a20,5ad ¢
3 0

=0,5a" [ (0,0407 -0, 25-cos 4 +0,02034 —0,125¢ cos ¢)d
0

¢—0,25|sin ¢ +0,0102|¢” — 0,125 (cos ¢ + ¢sin ¢)]
0 0 0 0

=0,5a%[0,04077 —0,25-0+0,01027 — 0,125 (-2)]
=0,2393a"

= 0,5a*[0,0407

2 3 7
Loy, = 2t_[ yw,ds +tI Yy, ds + 2tj yw,ds
1 2 3

=2t-0,3779a" +t-(-0,0223a*) + 2t -0,7888a*
=2,311a%,

2 3 7
= 2t[ 20 ds +t[ 2o ds + 2t 2w ds
1 2 3

I bZON

= 2t-(~0,1240a*) +t-(~0,1046a*) + 2t -0,2393a*
=0,1260a'.

(e) Lasketaan véaantokeskion koordinaatit:

1l

2,360a°t -0,1260at — 0,1280a°% - 2,311t

P I
Yy = Y +——a VL VOM _ 024438+

I, —1g 0,7686a’t -2,360a’ — (0,1280a’t)°
=0,2452a
2y =25 - Wylyop —Vyeloy _ 0 08142 0,7686a°t - 2,311a%* —0,1280a% -0,1260a"t
I, -1 0,7686a’t - 2,360a% — (0,1280a°t)

=-0,8978a
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Rak-54.3100 Rakenteiden mekaniikka 111, 2011

Kotitehtava 2:

Tarkastellaan edelleen kuvan poikkileikkausta.
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(@) Maarita poikkileikkauksen sektoriaalinen koordinaatti @/, jonka
nollapiste on O’ ja napa on vaantokeskio V, seka piirrd «, —kuvio.
(b) Maarita poikkileikkauksen sektoriaalinen staattinen momentti S, .

(c) Maarita poikkileikkauksen normeerattu sektoriaalinen koordinaatti
@, , jonka napa on vaantokeskio V, seka piirra @,, —kuvio.

(d) Maarita poikkileikkauksen sektoriaalinen jayhyysmomentti 1, =1, .

(e) Méadritd osapoikkipinnan staattiset momentit S (s) ja S,(s) seka
sektoriaalinen staattinen momentti S (s)=S, (s). Piirrd niiden
kuvaajat.

Osittainen vastaus: (b) S, ~-2,493a’t, (d) 1, ~0,464a’t

(e) S, S, S,

Keskella ylalaippaa —0,331a% | 0,756a’t | 0,345a’
Keskella uumaa 0,047a’t | 1,764a’t | 0,046a’t
Keskella puoliympyrédn kaarta | 0,628a% | 0,884a’ | 0,320a’

Palautus pe 23.9 klo 16.00 mennessa.
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Rak-54.3100 Rakenteiden mekaniikka I11, 2011
Kotitehtavan 2 ratkaisu:

(a) Laskelma:

) a |
2 1
————————— %
OV
1,0009
al 4792 4 0814a
< : C
| Z
! +IO,2443a
_V+ ;A ~; 7

,5a

k—osga78a | °

y
Keskiviivan suorat osat:
@, =0
@, = &, —h,As, =0-1,0009a - a =-1,0009a°
@, = @, —hy,As,, =0-0,4792a-a = -0,4792a°

Sama laskeman voi tehdd my6s napapisteen vaihtokaavalla seuraavasti:

@ = @y +(2y = Za)(Y; = Yo) = (Vv = Ya)(Z = 29)
=w,; —0,9792a- (y, — y;) —0,0009a - (z; — z;)

! ) Yi—Yo | -2 ,
1) _a? 0 a | —1,0009a?
2 0 0 0 0
3l05a2| a 0 | -0,4792a
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Keskiviivan kaareva osa:

Tarvitaan analyyttinen lauseke. Sovelletaan napapisteen vaihtokaavaa

& (9) = 0p(P) + (2, = Za)[Y(P) = Yol = (Y — Ya)2(#) — 2]
= ), (¢) —0,9792a[y(¢) + 0,7557a] — 0,0009a[z(¢) + 0,4186a]

Sijoitetaan tahan lausekkeet

y(¢4) =(0,2443+0,5sing)a
z(¢) = (0,0814 - 0,5cos g)a
o, (#) =(0,5+0,25¢)a’

jolloin saadaan

@, (#) = (0,5+0,25¢)a’ —0,9792(0,2443+0,5sin ¢ + 0,7557)a’
—0,0009(0,0814 - 0,5c0s ¢ +0,4186)a’
=(0,5+0,25¢—-0,2392 - 0,4896sin ¢ — 0,7400
—0,0001+0,0004cos ¢ —0,0004)a
=(~0,4797 +0,25¢4 — 0,4896sin ¢ + 0,0004 cos ¢)a’

@, —Kkuvio:

!

Wy

-1,0009a’

0

-0,4792a”

-0,6293a*

-0,5766a’

-0,2372a°

N OO B WIN| -

0,3053a’
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(b) Sektoriaalinen staattinen momentti S,

S,;, = [ @dA= [ wtds = th'w\',ds+tj3.w\',ds+ ZtJla)\',ds
A 1 2 3

= Zt%a(—l, 0009a2) +t %a(—o, 4792a%) + 2t o, (¢)%d¢
0

=-1,0009a’t -0, 2396a’t +at [ (-0, 4797 +0, 254 — 0, 48965in ¢ +0,0004cos ¢)a”
0

=—1,24052’t - 0,4797 |¢+0,125|¢” + 0,4896 | cos ¢+ 0,0004| sin g)a’t
0 0 0 0

= (~1,2405-0,4797 7 +0,1257° —0,4896 - 2)a’t

=-2,4930a%

(c) Normeeraus:

A=2t-a+t-a+2t-7a/2=(3+r)at

Sy

A

_ !
oy =, ——*=

. —2,4930a%t

Gt @, +0,4059a
T

=(-0,0738+0,25¢ — 0,48965in ¢ + 0,0004 cos g)a*

@, —kuvio:

Wy

-0,5950a”

0,4059a°

-0,0734a’

-0,2234a°

-0,1707a°

0,1688a’

Nl o o & w| N | =

0,7112a’
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(d) Sektoriaalinen jayhyysmomentti:

2 3 7

1,=1,, = [ldA=[atds =2t wds+t] @fds + 2t [ ds
A 1 2 3

= 2t-Z[(-0,5950a%)? —0,5950a’ - 0,4059a’ + (0, 4059a%)*]

+t-2[(0,4059a2)? +0,4059a? - (-0,0734a%) + (-0,0734a%)]

Y wle w|e

a
+2t| @2 =d
!% 54
= (0,18484+0,04678)a’t + a*t (~0,0738+ 0, 254 0, 48965sin 4 + 0,0004c0s ¢)  d
0

=[0,23162+ [ (0, 0054+ 0,0625¢* + 0, 2397sin’ ¢ —0,0369¢ + 0,0723sin ¢ —0,0001cos ¢
0

—0,2448¢sin ¢ +0,0002¢ cos ¢ —0,0004sin ¢ cos g)dgla’t
sin 2¢
4

T T 43 K
=[0,23162+0,0054|4 +0,0625 %+o,2397|(g—
0

0 0

T 42 T
)-0,0369] "i—o,0723| cos ¢
0 2 0

T T T T ain?
—0,0001| sin ¢ —0,2448] (sin ¢ — ¢ cos $) +0,0002| (cos ¢ + gsin ¢) — 0,0004| y]ast
0 0 0 0

3 2
=(0,23162+0,00547 +0, 0625%+0, 2397%—0,0369%+0,0723~2—0,2448n
~0,0002-2)a’t
- 0,46411a’

(e) Osapoikkipinnan staattiset momentit ja sektoriaalinen staattinen
momentti:

Laskentapisteet:

. 2 1
4
5 9
6 8
7
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Suureet keskiviivan suoralla osalla: s ¢
$,(8)=8,5— [, (5)2tds = S ., —at[ @, (¢)dgs
Valilld i—1 ja i saadaan kaavat ° 0

[
i . =S, —at[ (~0,0738-+0,25¢ - 0,4896sin ¢ + 0, 0004 cos ¢)a’d
Si=S,.— 2(s)t; ,ds = Syia _EASH,itH,i (zi,+72), 0

yi
i-1

2 ¢ ¢ ¢
: L =S, —a’t(-0,0738|¢ +0,125|4” + 0, 4896| cos ¢ +0,0004| sin ¢)
Si=S4- J. Y(S)tyds =S, — S As ity (Vg + Vi) 0 0 0 0 )
G 2 =S, —a’t(-0,07384+0,1254 +0,4896 cos ¢ — 0, 4896 + 0,0004sin ¢)

i 1 _ _ 2 _ . 3
Sw _ vai—l _ J‘ @y ()t ;,ds = S, 7EAS|7LitFLI(w\/H +a,). (0,5126 +0,0738¢ —0,125¢° — 0, 4896 cos ¢ — 0,0004 sin gp)a’t

i-1

Laskelma:
Pisteessal S, =S, =S, ,=0. Kuvan jaolla As=a/2. _

i S, S, S,;
iy Z, Py S, S, S, 5| 0,2558a% | 1,7672a% | 0,0230a’t
1| -0,7557a | 0,5814a | —0,5950a> 0 0 0 6 | 0,5454a’t | 1,4290a’t | 0,1470a’
2| -0,7557a | 0,0814a | —0,0946a2 | —0,3314a | 0,7557a% | 0,3448a% 7| 0,6279a%t | 0,8835a% | 0,3197a%
3| -0,7557a | —0,4186a | 0,4059a® | —0,1628a% | 1,5114a% | 0,1892a% 8| 0,4176a’t | 0,3380a’t | 0,3384a’
4| -0,2557a | -0,4186a | 0,1663a> | 0,0465a% | 1,7643a% | 0,0462a% 9| 0,0001a% | 0,0003a% | 0,0003a%
51 0,2443a | -0,4186a | —0,0734a* | 0,2558a% | 1,7672a’ | 0,0230a%t
Suureet keskiviivan kaarevalla osalla: + T

. . : 3 2 1
sy(s):sy5—jz(s)ztds:sys—atjz(¢)d¢ :
: ¢ ' , ¢ - I 4
=S, 7at'{|; (0,0814-0,5cos ¢)adg =S c —a’t(0, 0814(|)¢70,5(|’sm 4) . : 5.9)
=(0,2558-0,0814¢ +0,5sin ¢)a’t :
S,(8)=S, —iy(s)ths:st—atf y(¢)dg |5 9,
) ¢ ' ¢ ¢ \/6 8 ’
=S, - atj (0,2443+0,5sin ¢)adg = S, —a’t(0, 24434 - 0,5 cos ¢) ~_] _~
0 0 0 + = -

= (1,2672-0,2443¢ +0,5c0s #)a’t
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Rak-54.3100 Rakenteiden mekaniikka 111, 2011
Kotitehtava 3:

Tarkastellaan palkkia, jolla on kotitehtévassé 1 kasitelty poikkileikkaus,
jossa a=40cm ja t=1cm. Palkin tarkasteltavassa poikkileikkauksessa
vaikuttavat kuvan mukaiset jannitysresultantit.

. a ,
! |
S L
Vv e ) M, = 220kNm,
) M“’; A B =10kNm?,
e a =120kN
4-; \c\\ > 7 Q ’
o, M, i C]B M =30kNm,
y 2
\iL____o_____\r! 1 M, =5kNm.
\ // a
\ \/' et
\\ e 2
‘a-l ..... ot Not v
Ey | E I

Maéaritda  normaalijannityksen o, (s) ja keskiviivan suuntaisen
keskimaaraisen leikkausjannityksen 7,.(s) jakautumakuviot pitkin

poikkileikkauksen keskiviivaa seké niiden suurimmat ja pienimmaét arvot.
Maaritd vielda likiarvo poikkileikkauksen suurimmalle (kokonais-)
leikkausjannitykselle sekd selvitd, missa kohdin poikkileikkausta se
vaikuttaa.

Osittainen vastaus:

Oomin=—10,2MPa, o, =37,2MPa
7’sz’min = 0’ 7’sz’max = 27,4MP8.
T ~ 48,5MPa

XS, max

Palautus pe 30.9 klo 16.00 mennessa.
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Rak-54.3100 Rakenteiden mekaniikka I11, 2011
Kotitehtéva 3 ratkaisu:

Tarvittavat tulokset kotitehtéavista 1 ja 2:
Poikkileikkaussuureet:

I, =2,360a°t =15,104-10*m"*
I, =0,7686a’t =4,919-10*m*
l,=01280a’t =0,819-10“m*
I, =0,46411a% = 4,752.10°m°®

Koordinaatit y(S) ja z(S) seké sektoriaalinen koordinaatti c(S):

1
Ty | 5 |, (]  — -
1] -0,3023 | 0,2326 | -0,0952 !
2 -0,3023 | —0,1674 | 0,0649 :
3| 0,0977 | -0,1674 | -0,0117 i
40,2392 | -0,1089 | -0,0357 i
5| 0,2977 | 0,0326 | -0,0273 i
60,2392 | 0,1740 | 0,0270 34 07
70,0077 |0,2326a | 0,1138 \ i
\ N
Osapoikkipinnan staattiset momentit S (s) ja S, (s) 4\"\ /.’é
sekd sektoriaalinen staattinen momentti S (s): \"g' =
s, [m’] S, [m*] S, [m*]
1 0 0 0 TR 2 g
2| -0,530-10"° | 1,209-10° | 2,143.10™* r
3| -0,261-10° | 2,418-10° | 1,211.10° :
4| 0,074-10° | 2,823-10° | 0,296-10* 41
5| 0,409-10° | 2,828-10° | 0,147-10°* [
6| 0,873-10° | 2,286-10° | 0,941.10™* :
7 1,005-10° | 1,414-10° | 2,046-10° 54 19
8| 0,668-10° | 0,541.10° | 2,166-10" . /
9 0 0 0 \ )
(N 78
_——
:
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Normaalijannitykselle saadaan:

2 L 2
M, -1, M I,M,-1,M
0 (8) =D+ LT T gy Y TR )0 B o)
A Iyl =15, Iyl =15, Iy
I,M -1,,M
=1t y(s)+—~ Zzz(s)+3w(s)

yl=ly @

B 4,919-10*m* - 220kNm
4,919-10%m*.15,104-10*m* - (0,819-10“m*?)

. -0,819-10"*m* - 220kNm ,
4,919-10*m*.15,104-10*m* - (0,819-10"*m*)?

10kNm?

+775 ea)

4,752-10°m

ylz_ yz

7 Y(s)

()

(s)

=[146, 98% y(s)—24, 47% z(s) + 210, 44%(0(3)]

Laskelma:

o,(s;) [kPa]
-70,16
—26,68
15,99

30,31
37,21
36,58
32,62

N OO W N

Pienin normaalijénnitys on ylalaipan
paassa (piste 1) ja suurin on kaarevan
osan paassa (piste 5) ja niilla on arvot:

Oyvmin=—10,2MPa, o

x'min

=37,2MPa

X 'max
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Leikkausvuolle saadaan: Suurimman kokonaisleikkausjannityksen arviointi:

2 2 Vaantojayhyysmomentti:
1,Q,-1,,Q 1;Q;, - 1,,Q M
A(s) = =558, (8) + 08 (8) +--2S, (5) 1 1 a1 1
Iyl =1y, ylz =1y ® It=§thsi =§[(2t)3a+t3a+(2t)37r5]=§(9+47r)t3a=§(9+4;r)(0,01m)3~0,4m
|
:%sz(snﬁs (s)+—’“S (s) =2,876-10°m*
Iyl =13, Il =15 Iy
4.919-10~4m* -120kN Véaantovastus laipassa ja kaarevalla osalla f sekd uumassa w:
S;(9)
" 4,919-10*m* 15,104-10*m? —(0,819-10*m*)? * -
' = 287610 M ) g 104m:
-0,819-10*m*.120kN 5.(5) © T2 oo0m :
" 4,919.10%m* 15,1040 *m* — (0,819-10 *m*)? | 2876.10°m*
w t 1 —4 -3
W =t=S22 2 2 876-107¢me.
30kNm S.(s) t 0,01m
4,752.10°m®
kN kN KN 3 Maksimi Saint Venant’in va&nnon leikkausjénnitys laipassa ja kaarevalla osalla f seka
=180, 173 S ,(8)-13, 349 S (S)+631 31—8 »(9)]-10 uumassa w:
-3
Keskiviivan suuntainen leikkausjannitys: T;s ¢ max :Mif:LI\/I_IZIma:M’ 77MPa
' W' 1,438.107%m* ———
_ q(s) 10-3
Ts(8)=—"= 8 e :ﬂ:LME'”L:lmgMPa
t(s) ' w" 2876-10"'m* —————
Laskelma: Koska kokonaisleikkausjannitys on z,. =7, +z,,, ndhdaan helposti, etta suurin arvo
i [ q(s) [MN/m] | .(s,) [MPa] saadaan joko laipassa tai uumassa IaheIIa pistetta 3.
0 0
; WETE 197 Laipassa: 7, ¢ e = Tyear + T, mac =13, 69MPa +34, 77MPa = 48,46MPa
30,2738 13,69 UUMASSA: T, s = Tys am + Trsmmax = 27, 38MPa +17,39MPa = 44,77MPa
27,38 ) ] L o .
41702220 ﬂ) Arvio suurimalle kokonaisleikkausjannitykselle on siis: 7, .. = 48,5MPa.
5| 0,2305 23,05
11,53
6 | 0,2310 11,55
7| 0,2291 11,46
8| 0,1712 8,56
gfo 0

Suurin keskiviivan suuntainen leikkausjénnitys on uuman yléreunassa (piste 3):

Tyoomin =0, T,

Xs 'min

=27,4MPa

Tys smax
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Rak-54.3100 Rakenteiden mekaniikka 111, 2011
Kotitehtava 4:

Maaritd kuvan mukaisen ylélaipan nurkasta pystysuoralla pistekuormalla
F =5KkN kuormitetun ulokesauvan vaantokulma ¢, ulokkeen péassa seka

vaantbmomenttien M _(Xx) ja M,(x) seka bimomentin B(x) jakautuma-

kuviot (a) tapauksessa, jossa ulokkeen pé&é saa vapaasti kayristyéd, ja (b)
tapauksessa, jossa ulokkeen pdan ké&yristyminen on estetty siihen
hitsatulla jaykéall& levyll4. Sauvan pituus on L =3m ja se on terastd, jonka

kimmomoduuli on E = 210000N/mm? ja Poissonin vakio on v =0,3.

(c) F
I
T
St b=100mm
h=191,5mm
h t, =8,5mm
t, =5,6mm
P BN

Osittainen vastaus ja tarkistusarvoja:
() ¢ (L) ~0,1303rad, M, (L) ~2,380-10°Nmm,
M _(L)~0,120-10°Nmm, B(0) ~-2,009-10° Nmm?
(b) ¢ (L) ~0,0870rad, M,(L)=0, M_(L)=2,5-10°Nmm,
B(L) ~1,917 -10° Nmm?

Palautus pe 7.10 klo 16.00 mennessa.
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Rak-54.3100 Rakenteiden mekaniikka I11, 2011
Kotitehtavan 4 ratkaisu:

Poikkileikkaussuureita:

F
K
=
’Tt b=100mm
: h=191,5mm
: h t, =8,5mm
: t,=56mm
=tV
1.5 3 4 tfh23 10 6
|l=§(2tfb+twh)=5,2152-10 mm, |, = o =1,2988-10"mm
Kerroin k :
= E =0,80769-10°N/mm?, k=L i:3,7282
2(1+v) El,

Yksityisratkaisusuureet:
on=0= 6,=0,B,=0, jne.
Vaantdva momentti sauvan paassa:

Fb _ 5000N -100mm —25.10°Nmm

M:F-E:—
2 2 2

Ratkaisusuureet integrointivakioiden avulla:

? (X)=C; +Cyx +Cg sinh(% X)+Cy cosh(%x)

k k k .k
d(x) =C, + C,—cosh(—x) + C, —sinh(—x
(X)=Cz +Cqcosh(X) +Cysinh( X)

Rak-54.3100 Rakenteiden mekaniikka Il1, kotilaskut

M (X) =G [C; + Cs%COSh(%X) +Cy %Sinh(%x)]
B(x) =-GI,[C; sinh(%x) +Cy cosh(% X)]

k k k .k
M (x) =-GI,[C;—cosh(—Xx) + C, —sinh(—X
»(¥)==Gl[Cy -cosh( - X)+ C,sinh( X)]
M, () =GI,C,

(a) Reunaehtojen huomiointi:

¢(0)=C,+C, =0,

6(0)=C, +C3%:0,

B(L) =—GlI,(C,sinhk + C, coshk) =0,
M, (L)=GI,C, =M.

= C =Mk, ¢, =M o= EM o CEM nnk
Gl, Gl, k GI, k GlI,
Ratkaisu:
ML, tanhk x 1 ., .k tanhk k
X)=—I[- +——=sinh(—x) + cosh(—x)],
@ (X) Glt[ " T (L) (L)]

M;(x) = I\ﬁ[l—cosh(% X) + tanh ksinh(%x)] ,
ML, . Kk k
B(x) = T[Slnh(f X) —tanhk cosh(tx)] ,

M, (X) = M[cosh(% X) —tanh ksinh(% X1,

Rak-54.3100 Rakenteiden mekaniikka I, kotilaskut



Véaantokulma palkin padssa: (b) Reunaehtojen huomiointi:

(L)__(l_tanhk

) =0,1303rad
Gl, k —_—

Véaantdmomenttien ja bimomentin kuvaajat:

x[m] | M, [Nmm] X
0 0
0,6 1,31-10°
12 ]1,93.10° I
1,8 .10°
o1 2,22 105 238 2(0)=C,+C, =0,
¢ | 23410 M, [10°Nmm] ‘
3 2,38.10 0(0)=C, + C?’f =0,
k k .
d(L)=C,+C,—coshk +C,—sinhk =0,
x[m] | M, [Nmm] L L
0 25.10° %‘12 X MX(L)EG|tC2=M.
5 ' \ _ \/ \ \1 _
0,6 1,19-10 N Clz_ﬁkcos_hk 1, szﬂ, C,- LM C, - M Lcos_hk 1
1,2 0,57-10° Gl, k sinhk Gl, k Gl, Gl, k sinhk
281028101 25 Ratkaisu:
2,4 0,16-10° . ’
3 0,12-10° M., [10"Nmm] ML x coshk 1
=—-A———sinh(— cosh(—x) -1
%()Glt{l_k() [()]}
coshk 1
x [m] | B [Nmm?] Mt(x)zM[l—cosh(Ix)+T h(—x)]
0 -2,01-10° -2,01 Vi
' ' ML .k coshk -1
0,6 _0195 108 B(X) = T[S|nh(tx) —_—hkCOSh(E X)],

1.2 -0,45-10° _ k coshk —1 k
. M (x) = M[cosh(—x —smh —X

2,4 -0,08-10° L o
Vaantokulma palkin paassa:

3 0] 8 2
B [L0°Nmm~]

o (L) _a( ﬂ) ~0,0870rad

: —ooiad
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Véaantdmomenttien ja bimomentin kuvaajat:

x [m] | M, [Nmm]
0 0

0,6 1,22-10°
1,2 1,69-10°
18 1,69-10°
2,4 1,22-10°
3 0

x[m] | M, [Nmm]
0 2,5-10°
0,6 1,28-10°
12 0,81-10°
1,8 0,81-10°
2,4 1,28-10°
3 2,5-10°

x [m] | B [Nmm?]
0 -1,92-10°
0,6 -0,83-10°
12 -0,23-10°
18 -0,23-10°
2,4 -0,83-10°
3 1,92-10°

M, [10°Nmm]

2,5

M, [10°Nmm]

-1,92

B [10Nmm?]
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Rak-54.3100 Rakenteiden mekaniikka 111, 2011

Kotitehtava 5:

Oheinen sauva on ylépaastaan haarukkalaakeroitu ja alapaastaan jaykasti
kiinnitetty. Kuinka suurella keskeisen (poikkileikkauksen pintakeskion C
kohdalla vaikuttavan) puristavan kuorman P arvolla sauva nurjahtaa?
Sauvan pituus on L=10a,

seindmien paksuus on

kimmomoduuli on E ja Poissonin luku on v =0,25.

/l‘i
En\:

P

—

%%/7///

Valituloksia:

t=a/l0 ja

| ~0,192277a°%, y, ~-1,62300a, r’ ~ 3,59765a°.

Vastaus:
P, =0, 009644Ea’.

Palautus pe 14.10 klo 16.00 mennessa.
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Rak-54.3100 Rakenteiden mekaniikka I11, 2011

Kotitehtava 5 ratkaisu:

\

N,
N 50

y
Kaavakokoelman taulukoita kayttden saadaan poikkileikkaussuureita:

A= gﬂ'a -t~0,5,2360at = 0,52360a°

sin(§7r)
5
/4

6
l, =ta’ (%71' —sin150°¢0s150°) ~ 3,0510a% = 0,30510a*

e = a~0,19099%

sin?150°
5
— T

6

I, = ta3(%7r +5in150°c0s150° - 2 ) ~1,9940ta® = 0,19940a’
sin150° — 5%coslsoo

5{ —sin150°cos150°

l, = %ﬁa%n ~1,74533at* = 0,00174533a*

e, =2a ~1,81399a

. 5r 2
sin150° — —co0s150°
5 ( . )

I, = Eta5[(—7r)3 -6 5 1~1,92277a% = 0,192277a°
3 6 g;r —sin150°co0s150°

y, =—(e, —&;) =-1,62300a
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, 1+, fy2azte 0,30510a* + 0,19940a*
Vo 0,52360a’

+(~1,62300a)? ~ 3,59765a

Nurjahduspituus: L, =0,70L =7,0a
Puhtaiden taivutus- ja vaanténurjahdustapausten kriittiset kuormat:

_ 7%El, _7°E-0,19940a*

P="7F%t= > ~0,040163Ea’
L (7,0a)
2E| 2E 4
- V4 - 7°E 0,305210a ~0,061453Ea’
L (7,0a)
2 2 6
L2 iey- L ZEODZEI B g 00174533a]
A R 3,59765a (7,0a) 2(1+0,25)
~0,010959Ea?
Ehto kriittiselle kuormalle:
2
P-P 0 -z,P P-P O 0
o P-P yP |s0=| 0 P-P yP |=0
2 0 yP r’(P,-P)

-z,P  y,P P -r’P
= (R, =P)I(P, - P)r*(P,-P)-y;,P’]1=0
P,+P PP
1—Wy3 T ;57# -
= P,=0,040163Ea’,
p2_ 0,061453Ea* +0,010959Ea* + 0,061453Ea*-0,010959Ea’ _
1-(-1,62300a)° / 3,59765a>  1—(—1,62300a)° / 3,59765a°
= P, ~0,040163Ea*, P?-0,270376P +2,51462-10° =0

= P=P, P2

— P, =P, ~0,040163Ea’, P, ~0,260732Ea”, P, ~ 0,009644Ea’

Kriittinen kuorma: P, =0,009644Ea’
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Rak-54.3100 Rakenteiden mekaniikka I11, 2011
Kotitehtava 6:

Voidaan osoittaa, etta differentiaaliyhtal6 (5.9), eli
" U MS 2
(@1, +25,M2)0t+ 2, + [~ by, = vl =0,

y
soveltuu myds ulokepalkin kiepahdukseen, kun palkkia kuormittaa

jakautunut  kuorma q;’(x). Reunaehtoyhtélé palkin  vasemmassa,
kiinnitetyssé paassd (x=0) on ¢,(0)=0 ja oikeassa, vapaassa p&issa
(x=L)on ¢/(L)=0.

Tarkastellaan oheista tasaisen kuorman ¢ kuormittamaa ulokepalkkia,
jonka poikkileikkaus on suorakaide, jonka korkeus on h. Maarit4
likilauseke palkin kiepahduskuormalle q, kayttaen differenssi-
menetelméa ja differenssijakoa Ax=_L/3. Maérita ja piirrd myos palkin
kiepahdusmuoto ¢, (X), joka saa arvon 1 ulokkeen pdéssa. Palkin pituus
on L=10h, leveys on b=h/10, kimmomoduuli on E, liukumoduuli on
G=0,4E.
g (palkin akselilla)

AEERREREREEEN EENY

| L =10h |

Taustamateriaali:
Differenssimenetelméd kasitteleva liite LI_B.pdf sekd siihen liittyvat
esimerkit E1_B.pdf, erityisesti esimerkki B7.

Ohjeita:
Muodosta kenttayhtélod vastaava differenssiyhtalo ja saata se muotoon
~@ia + 205 — 0a — AT =0,
missé
216 2
= = J fiZEA_)i(l_ﬁ)L‘-
El,GI, 4 L L
Téssa tehtavassé voit tehdd differenssiverkon siten, ettd differenssipiste 1
on palkin vasemmassa paassd, piste 4 on palkin oikeassa pééssé ja piste 5
on ulkoinen differenssipiste. Muodosta kenttdyhtdlod vastaavat
differenssiyhtélot verkon sisdpisteissa 2, 3 ja 4 ja reunaehtoa vastaavat
yhtélét differenssipisteissdé 1 ja 4. Eliminoi jalkimmaisia yhtaloita

Rak-54.3100 Rakenteiden mekaniikka Il1, kotilaskut

kdyttden pisteiden 1 ja 5 vééntokulmat ¢, ja ¢ edellisistd. Nain saat
ominaisarvotehtavén, jonka pienimmén ominaisarvon A, joudut
maarittémaan. Sitd apuna kéyttéen saat helposti kriittisen kuorman g, .

Osittainen vastaus: q,, ~1,378-10°Eh

Palautus pe 21.10 klo 16.00 mennessa.
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Rak-54.3100 Rakenteiden mekaniikka I11, 2011
Kotitehtavan 6 ratkaisu:

Ratkaisu:

Taivutusmomentti M?:

LT 00400
MS l ......... ———> X
X

q(L-x)
| X | L—x |

L—x ql’ X
X) M?+q(L-X)-——=0 = M?="——(1->-)°
) . +a( ) > z 2( L)

Kenttayhtalo:

Yhtalosta (5 6) saadaan

A9 L
(61, + 25, M)+ 27, Q1 g .- =0
" (MO)2 " 2 4
W), -0 _2
TR AT T AT 4GI e ¢ D'

Kenttayhtalod vastaava differenssiyhtalo:

Saadaan
. QL X \a
+ 1-— =0
Dy 4E|yG|t( L) Gii
= %-1‘2% +¢li+1 q L4 ( __)
AX? 4EI ,Gl,
QL AXP

= =0t 20 — Qi — (1- _)

2
ElLGI, 4L
ja edelleen

~Pia + 205 — 0, — AT =0,
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missa

qZLG
El Gl

y t

ja

A

X. 1 X;
D D

Kenttéyhtalo =

0y + 20, — P —Af,0,=0
@y + 205 =@y — A0, =0
05 + 20, — s — A0, =0

misséa

1, 1., 4 1, 2, 1 1 .
=—@1-J)'=—" f=—(@1-9'=—— f,=—@-1*=0
2 36( 3) 729" 36( 3) 2916 ¢ 36( )

Reunaehtoja vastaavat differenssiyhtalot:

=0 = ¢gs=0;
Reunaehtojen eliminointi =

2¢,, - (20 A fz(”tz =0
0y + 20— @ — A5 =0
20+ 2¢,,— At,p, =0

Ominaisarvotehtava:

2 -1 0 41729 0 0))[e,] [O
-1 2 -1|-4] 0 1/2916 O||{g,r=10
0 -2 2 0 0 0])|e.] (O
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Ratkaisu:

A4 =170,9, 4, ~3109,6, A, = 0
Pienin ominaisarvo:

Awin =170,9

Kriittinen kuorma:

2|6 JEL,GI L El,GI
qer :/’Lmin = qkr:\//lmin Ly3 [z13,073 Lé I

El Gl
Poikkileikkaussuureet:

| _hb® _h(h/10¢ bt

el h(h/10)°  h*
Y12 12 12000" ' 3 3 3000

Kriittinen kuorma:

h* h*

\/E 0,4E

0, =13,0731 12000 3000 4 378.10°€h
(10h) =

Nurjahdusmuodon maérittdminen:

2 -1 0 (41729 0 0])(e.| (O
-1 2 -1|-1709] 0 1/2916 O|{¢,t=10
0 -2 2 | 0 0 0f)le.) (O
1062 -1 0|(¢,| (O] (p,=1/1,0623¢, |P-=0941
=| -1 1941 -1|{g, =10t= 0 =10,=1
0 -2 2 || @, 0 Dz =P 9, =1
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Vaantokulman kiepahdusmuoto:

1 2 3 4

o (X) 0,941 1 1
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