Rak-54.3100 Rakenteiden mekaniikka 111, 2010

Kotitehtava 1:

Tarkastellaan kuvan poikkileikkausta.
(2) Maarita poikkileikkauksen pintakeskion C etdisyydet e, ja e, uuman

ja ylalaipan keskiviivoista.

(b) Valitse v,z —koordinaatistoksi pintakeskiokoordinaatisto ja piirrd
poikkileikkauksen y — ja z —kuviot.

(c) Maarita poikkileikkauksen sektoriaalinen koordinaatti @, , jonka

nollapiste O’ on uuman ja ylélaipan leikkauspisteessé ja napa A on
uuman ja alalaipan leikkauspisteessd, seké piirréd w, —kuvio.

(d) Maarita poikkileikkauksen jayhyysmomentit 1 ja I,, tulomomentti
l,, seka sektoriaaliset tulomomentit I, ja I, .
(e) Maarita poikkileikkauksen vaantokeskion koordinaatit y,, ja z,,.

Osittainen vastaus:

e, =0,62a, e, =0,36a,

|, =0,4454a’, |,=1,8513a’t, |, =0,0040a’,
l,,, =0,62a't, I, =-0,3067a't

, = —
B

yV = _05 3116a ’ ZV = _O, 69643.

Palautus pe 17.9 klo 16.00 mennessa.
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Rak-54.3100 Rakenteiden mekaniikka I11, 2010 (c) Laskelma:

Kotitehtavan 1 ratkaisu: i a |
2
a —
(@) | ; o= 1
1 wp, =0
Wy = W, —h,As, =0-a-a=-a’
0,62a a Wpy = Wpy + NS, =0
2 c 7 Wpy = Opy + Ny Ay, =0
0,36a v +
| A
|

\O,Ba -
3 0,6a

A=A+A+A =a2t+a-t+a-2t=>5at
o _Pent AR, AR, 2at-0+at-0,5a+2at-13a

y =0,62a
A 5at
e, - Ae, +Ag, +Ag,, _ 2at-0,5a+at-0+2at-0,4a 0,362
A Sat
2
(b) y—kuvio: z —kuvio: 0,64a
__ L5

N
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(d) Lasketaan jayhyysmomentit ja tulomomentti:
0,64a

0,44a

— 2 _ 2 2 2
I, _Jy tds_Zt.lfy ds+t.!'y ds+2t'3[y ds
—2t.a.(-0,62a)" +1 -%[(—o, 62a)° —0,62a-0,38a+ (0,38a)’]

1ot % .[(0,38a)% +0,38a-0,98a + (0,98a)?] = (0, 7688+ 0,0977 + 0,9848)a’t
=1,8513a%
I, = j Z4tds = 2tj z%ds +tj z%ds + ZtJ z2ds
1 2 3

= 2t~%[(—0,36a)2 —0,36a-0,64a+(0,64a)2]+t-a-(-0,36a)’
a
3
=0,44543%

+2t-2[(-0,36a)? —t-a-0,36a-0, 44a + (0,44a)] = (0, 2059 + 0,1296 + 0,1099)a’t

l,= .[ yztds = 2t.[ yzds + t_[ yzds + 2t_[ yzds
1 2 3

-2t % (-0,36a +0,64a)(~0,62a) + t % -(~0,62a+0,38a)(~0,364)

+2t %.{o, 38a-[2-(~0,36a) +0,44a]+0,98a- (-0,36a+ 20, 44a)}

= (~0,1736+0,0432 +0,1344)a’t
=0,0040a%
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Lasketaan sektoriaaliset tulomomentit:

I Yo

= [ yoitds = 2t yods = 2t % (-0,62a) - (-a?)
1

=0,62a't

= [20)tds = 2t[ 2 ds = 2t % (~0,36a +2-0,64a) - (-a2)
1

I 0

=-0,3067at
Vv
e) Lasketaan vaantokeskion koordinaatit: 171
|
! 0,312a
[ TP [ T i ’
yV=yA+wA7y2ywA : 0,496a C
1,12 y,=0,38a
1,8513a% - (-0,3067at) —0,0040a% -0, 62a% Aa
=0,38a+ - . - A
0,4454a% -1,8513a% — (0,0040a°%)
=-0,3116a -2, =(8ga
Jol-ba l<5a =)
Iyl = lyglye
Y You Yz zop
ZV = ZA e y
I, -1

0,4454a% -0,62a% —0,0040a% - (-0, 3067a"t)

=-0,36a - 3 3 RV
0,4454a°t-1,8513a°t — (0,0040a°t)

=-0,6964a
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Rak-54.3100 Rakenteiden mekaniikka 111, 2010
Kotitehtava 2:

Tarkastellaan edelleen kuvan poikkileikkausta.

(@) Maarita poikkileikkauksen sektoriaalinen koordinaatti @/, jonka
nollapiste on O’ ja napa on vaantokeskio V, seka piirrd «, —kuvio.
(b) Maarita poikkileikkauksen sektoriaalinen staattinen momentti S, .

(c) Maarita poikkileikkauksen normeerattu sektoriaalinen koordinaatti
@, , jonka napa on vaantokeskio V, seka piirra @,, —kuvio.

(d) Maarita poikkileikkauksen sektoriaalinen jayhyysmomentti 1, =1, .

(e) Madritd osapoikkipinnan staattiset momentit S (s) ja S,(s) seka
osapoikkipinnan sektoriaalinen staattinen momentti S, (s)=S, (s).
Piirr& niiden kuvaajat.

Osittainen vastaus:
(b) S o =—0,7980a°

(d) 1 =0,04600a’t

(e) Osapintojen staattisten momenttien ja sektoriaalisen staattisen
momentin arvot uuman keskipisteessa s =1,5a:

S,(1,5a) =1,425a%, S, (1,5a) = -0,10a%, S, (1,5a) = -0,04855a’t.

Palautus pe 24.9 klo 16.00 mennessa.
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Rak-54.3100 Rakenteiden mekaniikka I11, 2010 @, —Kkuvio: Or __________ 1

Kotitehtavan 2 ratkaisu:

|

|

|

|
(a) Laskelma: | -0,3084a’

|

|

|

|

03364 a ,

-—O<'~2 1
vt Io,soszta

A Smm—
PN
0,3514a '/'(1" """""""" i 0,3084a
7 a , v _ 40,0150a2

) (b) Sektoriaalinen staattinen momentti S,

<—>

N
\.

¥~ A3
A 2 3 4
S, = [ @, dA= [ o tds = 2t o ds +t[ @ ds + 2t [ o ds
A 1 2 3
4 4 3 1 2 1 2 1 2 2
a Za-20,3084a->0,3364a =2t ) a(-0,3084a°) +t- ) a(-0,3364a°) + 2t T a(-0,3364a° +0,0150a%)
4
s/ =0,3514a =-0,7980a’t
w(/z =0
@, =, —h,As, =0-0,3084a-a=-0,3084a’ (c) Normeeraus:
@, = @, —hy,As,, =0-0,3364a-a=-0,3364a" A 2t.ast.as2t.a—5at
@), = @+, As,, = —0,3364a% +0,3514a-a = 0,0150a> g Se_, —07980&t _ oo
TR TN T Ty T AR
Sama laskeman voi tehdd napapisteen vaihtokaavalla helpommin )
seuraavasti: o, —kuvio:
. , , ) 0,1596a°
@i = op; +(2y = 2,) (Vi — Yo) — (Vv = Ya)(Z — Z5) i o, _Zi___ =====1
=), —0,3364a-(y, - y,)+0,6916a- (z, — 2, : "
A (¥ = o) (z-12) ; —0,14883: | —0,1488a
0,1596a

I Wi Yi— Yo -1, i 3 | —0,1768a2

1 _a? 0 a -0,3084a? 4| 0,1746a :

2 0 0 0 0 - 2

-0,1768
3 0 a 0 —0,3364a’ 3! a
4 0 1,6a 0,8a 0,0150a’

A
0,1746a’
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(c) Sektoriaalinen jayhyysmomentti vaantokeskion suhteen:

2 3 4
1,=1,, = [ofdA=[otds = 2t[ ads +t] @}ds + 2t wds
A 1 2 3
=2t %[(—0,1488a2)2 ~0,1488a’ -0,1596a° + (0,1596a%)’]

+t %[(0,1596a2)2 1+0,1596a’ - (~0,1768a) + (~0,1768a%)%]
+2t %[(—0,1768&12)2 —0,1768a2 -0,1746a% + (0,1746a%)’]
= (0,015910 + 0,009504 + 0,020583)a’t = 0,04600a°t

Osapoikkipinnan sektoriaalinen staattinen momentti S, (s):

0,1596a’

-0,0011a2
/ a

N |y

S, =0

ol

0,1746a*
la

2
S,, =S, —2t[m,ds=0-2t 55 (-01488a° +0,00542%) =0,0717a’t
1

S

w3

3
=S,,—2t[ @,ds =0,0717a’t - 2t 12 (0,0054a% + 0,1506a%) = 0,0108a’t
) 22

4
S,s =S, —t] m,ds =-0,0108a’t -t 12 0,1596a% - 0,0086a%) = ~0, 048554t
! 22

5
S.5 =S, —t] @,ds =—0,04855a% —t.- 13 _0,0086a° ~0,1768a%) = ~0,00220’t
) 22

6
S, =S, — 2t [ @,ds =—0,00220a’t - 2t 12 _0,1768a% - 0,0011a%) = 0, 08652t
) 22

7
S, =S, — 2t[ w,ds =0,08675a’t - 2t %%(70, 0011a® +0,1746a%) = 0
6
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Osapoikkipinnan staattinen momentti s (s):

5 5 821:0

2
S, =S, ~2t[yds=0-2t -%(—0, 62a) = 0,62a’t
1
3
2 a 2
S.0=5,, ~ 2] yds =0,62a°t -2t~ (-0,622) =1, 24a’t
2
t la
5.4 = 5, —1[ yos =1, 242t 1.2 2 (-0,62a-0,12a) =1.425a’t
3
. la
5.5 =,,~1[ yds =1,4250°t ~t-> 2 (-0,12a +0,38a) =1,36a’t
4

6
S.=S.-2t yds=1,36a2t—2t~1§(0,38a+0, 68a) = 0,83a’t
26 25 2 2
5

7
S,; =S,,—2t[ yds =0,83a% - 2t -%%(0, 68a-+0,98a) = 0
6

Osapoikkipinnan staattinen momenttis (s):

2 014 S5u=0
2 Ui4d 0,64a 7
e e 2 1a
2 a S,, =S,,—2t[ zds = 0-2t->(0,64a+0,14a) = -0,39a’t
a 2 1 22
2 F 2 la 2
L S,s=8,, —2t[ zds =-0,39a’t - 2t-==.(0,14a - 0,36a) = -0, 28a’t
4571 -0,36a ) 22
a Z 4
= a
> S,4 =S, —t[ 2ds =—0,28a’t -t 5 (-0,362) =-0,10a’t
3
5

5
S5 =S,, ] 2ds =-0,10a% -t -g(—o, 36a) = 0,08a’t

4
K la

Sy6=Sys— ZtJ zds = 0,08a’ — 2t - =— (-0,36a+0,04a) = 0, 24a’t
) 22

7
S, =8,, —2t[ 2ds =0, 242’ - 2t %%(0,04%0, 442)=0
6
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Staattinen momentti Sy

3
2 1

Sektoriaalinen staattinen momentti Sw
3

2 1 4
4

‘ 6

5

~

Staattinen momentti SZ
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Rak-54.3100 Rakenteiden mekaniikka 111, 2010
Kotitehtava 3:

Tarkastellaan palkkia, jolla on kotitehtévassé 1 kasitelty poikkileikkaus,
jossa a=40cm ja t=1cm. Palkin tarkasteltavassa poikkileikkauksessa
vaikuttavat kuvan mukaiset jannitysresultantit.

\
r ................... '
~v | M, = 250kNm,
oMo | B =5kNm?,
™ W Q, =150kN,
0, M T > M, = 25kNm,
I
~ M, = 5kNm.

Maéaritda  normaalijannityksen o, (s) ja keskiviivan suuntaisen
keskimaaraisen leikkausjannityksen 7..(s) jakautumakuviot pitkin

poikkileikkauksen keskiviivaa seka niiden itseisarvoltaan suurimmat
arvot. Méaarita vield likiarvo poikkileikkauksen suurimmalle (kokonais-)
leikkausjannitykselle sekd selvitd, missa kohdin poikkileikkausta se
vaikuttaa.

Osittainen vastaus:

O, e =112,0MPa
z... =268MPa

XS, max

T ~67,2MPa

X§,max

Palautus pe 1.10 klo 16.00 mennessa.
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Rak-54.3100 Rakenteiden mekaniikka I11, 2010
Kotitehtéva 3 ratkaisu:

Tarvittavat tulokset kotitehtavista 1 ja 2:
Poikkileikkaussuureet:

I, =0,44542% =2,851-10"“m*,
I,=1,8513a°t =11,848-10*m"*,
I,, =0,0040a% =0,0256-10*m*,
I, =0,04600a% = 4,7104-10°m®.

Koordinaatit y(s) ja z(s) seké sektoriaalinen

koordinaatti w(s):

y(s) [m] | z(s) [M] | a(s;) [m?]
-0,248 0,256 [ -0,023808
-0,248  [-0,144 [0,025536
0152  [-0,144 [-0,028288
0392 [0176  [0,027936

Aw|(N|Rk| =

Osapoikkipinnan staattiset momentit
S,(s) Ja S,(s) seka sektoriaalinen

staattinen momentti S_(s):

'Sy(s) [M’] | S,(s) [m] | S, (s)) [m”]
0 0 0
~0,624-10° | 0,992-10"° | 4,5888-10°
~0,448-10° | 1,984-10° | -0,6912-10°°
-0,16-10° | 2,28-10° | -3,1072-10°°
0,128-10° | 2,176-10° | -0,1408-10°
0,384-10° |1,328-10° | 5,536-10"

0 0 0

~N| OO B W NP
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Normaalijéannitykselle saadaan:

Q2 2 2
M, -1, M 1,M, —1,,M,
Oy(8) =g YT gy 2y 5 2(5) +— ()
A I, =15, I, -5 »
I M -1, M
=L y(s5)+—= Zzz(s)+Ea)(s)
Iylz_lyz y'z 7 'yz @

~ 2,851-10"*m* - 250kNm

2,851-10*m*.11,848-10*m* — (0,0256 - 10 *m*)

-0,0256-10"*m* - 250kNm
2 851-10*m*.11,848-10*m* — (0,0256 -10*m*)
5KkNm?

—w(S

47104 10®m® o(s)
05 kN

5 Y(8)

>2(s)

=2,1101-1 kN

= y(s)—1,8947- 103—z(s)+1 0615- 106—a)(s)

Laskelma:

o,(s) [MPa]
—78,09 —-25,0MPa
—24,95
2,32

112,04

—78,1MPa

alow|ro|| =

Suurin normaali-

jannitys on alalaipan
oikeassa paéssé jasilla 3
on arvo:

2,3MPa

=112,0MPa

x’max

112,0MPa
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Leikkausvuolle saadaan:

Q(S):Msz(s) Ms (5)+_w5 (s)
|y|Z— vz y|Z |yZ

ly Q

= 2 S;(s)+ e s (S)+|—”’S (s)
I, - | I, -1,

- 2,851-10*m* -150kN s
2,851-10#m*.11,848-10"*m* - (0,0256 -10* m*)?

-0,0256-10"*m* - 150kN

2(8)

S
85110 m® 1184810 m* —(0,0256-10"*m*)2 3y()
25kNm
4,7104-105m® S0(8)
=1,2661- 105 kN 7S, (s)—1,1368- 1o3k—N43y(s)+5,3074 106 kN =S, (9)

Keskiviivan suuntaiselle keskimaaraiselle leikkausjannitykselle saadaan:

S, (s
?xs(S)=@=1,2661~105k—N82(S)+1,1368.1o3k—N v )+5,3o74 106 kN 50,(5)
tS) m5 t(S) m5 t(S) (S)

Laskelma:

7(s) [MPa]
0

18,49

10,75

21,50

12,39

26,79

13,39

6 | 23,08

710

NN

SN

ol
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Suurin keskiviivan suuntainen keskimééardinen leikkausjannitys on uuman
alapaéssa ja silla on arvo:

=26,8MPa

XS 'max

Suuriman kokonaisleikkausjannityksen arviointi:

Vaantojayhyysmomentti:
~Lves ~Lieta s tar @nrar =2 ta =2 (0,01m)* -0,4m
3 3 3 3
=2,2667-10°m*
Vaantovastukset laipoissa ja uumassa:

I, 2,2667-10°m*

W=t =2 - -11333.107m?,
26" 0,02m
6,4
wy =l 22007007m 5 5667 104,
t 0,01m

Maksimi Saint Venantin vaannon leikkausjénnitys laipoissa ja uumassa:

A -3
7% e :%:%244,12\%%
t d : m

-3
A= M, :Lmzzz,oempa
' W" 2,2667-100'm° —————

t

Koska  vdantdmomentti on  positilvinen, ndma  positiiviset
leikkausjénnitykset esiintyvat laippojen ja uuman positiivisella reunalla.
Koska kokonaisleikkausjannitys on z,, =7, +7, sen suurin arvo on
laipoissa ja uumassa saadaan S|ella, missd  keskim@ardinen
leikkausjannitys 7,, on suurin. N&in saadaan

T =T, +T

5. f max =23,08MPa + 44,12MPa = 67,20MPa
T =T, +1, =26,79MPa + 22,06 MPa = 48,85MPa

SX,Wmax Xs,wmax XS, wmax

sx, f max xs, f max

Arvio suurimalle kokonaisleikkausjannitykselle on: 7., . ~67,2MPa.

Se on alalaipan keskiosassa sen alareunassa.
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Rak-54.3100 Rakenteiden mekaniikka 111, 2010

Kotitehtava 4:

j
|le—>
N | o

Kuvan palkki on paastadan A jaykasti Kiinnitetty, péastdan B
haarukkalaakeroitu ja sitd kuormittaa vasemman uuman keskiviivan
kohdalla tasainen viivakuorma q,. (a) Maarita palkin sektoriaalisen

vaantdmomentin M _(x) ja bimomentin B(x) lausekkeet, niiden kuvaajat

ja itseisarvoltaan suurimmat arvot. (b) Madritd itseisarvoltaan suurin
vaannosta aiheutuva normaalijénnitys ja itseisarvoltaan suurin vaannosta
aiheutuva leikkausjannitys palkissa. Palkin pituus on L=10a,
kimmomoduuli on E, Poissonin vakio on v =0,3 ja profiilin paksuus on

t=a/10. Lausu tulokset suureiden a ja g, avulla.

Osittainen vastaus:

(8) [ M, lmax ™ 2,86400a° , | B |rpax = 3,640q43°
_ Qo |= _ Jo

(b) ‘O‘X‘ = 624,0;, TXS‘max = 76,7;

max

Palautus pe 8.10 klo 16.00 mennessa.
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Rak-54.3100 Rakenteiden mekaniikka I11, 2010 Yksityisratkaisu:

Kotitehtavan ratkaisu 4:

1m
X)=—=—2x*
“0(X) 26l

Suureet integrointivakioiden avulla:
e vadntokulma

o (X) = Cl+sz+C35|nh(—x)+C4cosh(—x) ;g‘lo X2
t
e vaintyma
k k my.
0(X)=¢{(x)=C, +C3— cosh( x)+C4Ismh(—x) Gl X
t
e bimomentti
aye B(x) =—El ¢{(x)=—El [C smh—x Ca ()2 cosh(K xy - Mo
e_(2) _36_3.({;‘/2)2_3&1 (x) @(X) [3() (=x)+ 4() (— )Glt]
¢ 58 8 Y a+6-al2 16 _ )
ates =—Glt[C3S|nh(Ix)+C4cosh(tx)]+(?) my
I_(271/10)3(61+23)_ 1 ., | a(a/Z) -al/l02a+3-al/2 7 e sektoriaalinen vaintomomentti
t - ' o
3 2" 1500 12 a+6-a/2 7680 M, (X) = B(x)_—GIt[C3kcosh( x)+C4ksmh(—x)]
Kerroin k :

Reunaehtojen huomiointi:
0)=C,+C,=0
E { 108 [ 1/1500a* 5,303 »(0)=C 4k
2(1+V) 26 2,6-7a° /7680 0(0)502+C3I=0

Tasan jakautunut vaantdvad momentti:

1 myl?

o (L)= C1+CZL+(235|nhk+C4<:oshk—2 I =0

t

m, =gy =12 B(L) = Gl (C5sinhk hk) + (5)?mg =

2 9 (L) =-Gl(Cgsinhk + C, cos )+(E) my=0
Differentiaaliyhtaldn ratkaisu: C4C, =0 = C,=—C
11ty = 1= %y

mO
7222222222333333322220 % Cy+Cy X =0 = Cy=—Cy K

L L
A > €+ CL+ Cysinhk + C, coshk = £ 0E
i 1 +Cal+Cysinhk +C, coshk =

X L | Gl

! ' . 1 2
C,sinhk +C, coshk = mq L
3 4 G o

I
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2
(sinhk —K)C, + (coshk —1)C, = =MoL _ g
2 Gl

sinhkC; + coshkC, = mo L

k%Gl
ml? 1 1

Gl & 2

kC3 +C4 =

sinhkC; + coshkC, = moL?

1
k%Gl,
1 1
)eoshk ——
2) k2

1
mgl? (F - _ gpa(l0a)’

Gl;  sinhk —kcoshk 2-Gl,
L 1

_ml? 2 k _ %oa(10)*

Gl; sinhk —kcoshk 2-Gl,

Lysinhk -
C 2

Sektoriaalinen vaantémomentti:

M, (x)= —GII[C3%cosh(%x) + C4%sinh(% X)]

— gya%[2,86398c0sh(0,53039-") — 2,87322sinh(0,530392)]
a a

0 5 /A
P

g,a°

o | x

2,864q,a”

Sen suurin arvo on tuella A:

M_a =M, (0) ~ 2,864q,a°
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Cs= = -0,107995=-5,39976 G

g2’
.0,108343=5, 41717((33—I

t

QOa3

t

Bimomentti:

B(x)= —Glt[C3sinh(%x) +C, cosh(% )]+ (%)Zm0

— g,a°[5,399765inh(0,53039~) — 5,41717 cosh(0,53039) +1,77738]
a a

-3,640q,a°

N e
L

Sen itseisarvoltaan suurin arvo on tuella A:

o | X<

o2’

B, = B(0) =—3,640q,a°

Suurin vaanndsta aiheutuva normaalijannitys:

Vaannosta aiheutuva normaalijannitys
o, (%,5) = 2X 4s)
Ia)

saa itseisarvoltaan suurimman arvonsa palkin kohdassa, jossa bimomentti
saa itseisarvoltaan suurin, ja profiilin kohdassa, jossa sektoriaalinen
koordinaatti @(s) =\, (S) on itseisarvoltaan suurin.
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Sektoriaalinen koodinaatti:

@y =0, (nollapiste)

3a a 3a’
=g+ hyggASqy =— ==
@y = 3+ hy34A83 16 2 32
3a2
=@y —\eASyr =———— =
@s 4~ 45355 = "o
3a a
=@y —hygpASyy ===
@y = w3 —hy32AS3, 16 2
3a°
=w, — ASyy =———+
@ = Wy — My ASy; 32
5 2
|a)|max:32a

Palkin suurimman normaalijannityksen itseisarvo on:

|Ba | 3,640002° 5 %
o) =2 |0 =T —a” = 624,02
° 7 .6 32 a

7680
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Suurin vaannosta aiheutuva keskimaardinen leikkausjannitys:

Vaannosta aiheutuva keskimaarainen leikkausjannitys

B 19 = MulX56 )

saa itseisarvoltaan suurimman arvonsa palkin kohdassa, jossa
sektoriaalinen vaantomomentti M (x) on itseisarvoltaan suurin, ja

profiilin kohdassa, jossa sektoriaalinen staattinen momentti S, (s) on
itseisarvoltaan suurin. Sektoriaalinen staattinen momentti

S,(s)= .Sfco(s)tds
0

saa &driarvon pisteessd, jossa S, (S) = w(s)t haviaa eli w(s) havida. Nain
kdy pisteissd Q, 3 ja R. (Pistettd R ei symmertian vuoksi tarvitse
késitelld.)

Sektoriaaliselle staattiselle momentille pisteessa Q saadaan
al 5a a 15a° S5a 5a*

9
S,o=-t|los)ds=-"—Z0 —=-"""" -
Q {w() 10216~ 1023216 2048

Sektoriaaliselle staattiselle momentille pisteessa 3 saadaan

3 2 3
Sm:‘qdﬁ“:*Q“Q$+¥“””:7%%“Y””%+%@%]

__afal 3 st al
4032 32 327 1280
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Edellinen on néisté itseisarvoltaan suurempi, joten

5a*
|Sw|max :M

Palkin suuriman vaannosta aiheutuvan keskimaardisen leikkaus-
jannityksen itseisarvo on:

2,864q a2-i
7l _MoalSalma 7% 9048 e 00
XS Imax It 7 6.a " a
7680 10
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Rak-54.3100 Rakenteiden mekaniikka 111, 2010
Kotitehtava 5:

Oheinen sauva on yl&paastaan haarukkalaakeroitu ja alapaastaan jaykasti
kiinnitetty. Kuinka suurella keskeisen puristavan kuorman P arvolla
sauva nurjahtaa? Sauvan pituus on L =10a, seindmien paksuus on
t=a/10 ja kimmomoduuli on E ja Poissonin luku on v =0,25.

g Tt
t C
L al sh Z
t
= T A
e <
had y had
4 4
Valituloksia:
3 11 5 7 &
ec=—a, l,=—=a", e,=—a, | =—=a’.
7 210 9 432
Vastaus:

P, ~0,002445Ea’

Palautus pe 15.10 klo 16.00 mennessa.
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Rak-54.3100 Rakenteiden mekaniikka I11, 2010
Kotitehtava 5 ratkaisu:

s

N <z
a y a
4 4

Kaavakokoelman taulukoita kdyttaen saadaan poikkileikkaussuureita:

A=3-tat2t2= ' a?~0,35a2
4720

a’+2a-al4 3

o.=— 22217 _25~0,42857a

a+2a+2-al4 7

3 3

GV 23 1"") 12ty = 2L 2 < 0,0656250"
Y12 6 2 320

ta’ 11
IZ=?+2ta(——ec) +tae > +2t— (a e.)’ —2—0a ~0,052381a*
l, =0

3a’a+6a’(a/4)-8(al4)’ =§az0,55556a
a’+6a’a+6a’(al/4)+8(al4)’-12a(al/4)’* 9

3
] =t_(a+2a+2.§) _ 72" 5 00116672¢
3 00

ey =4a

a’a’ a a 2e,(ald) 2(al4)’
| =t — -8, —— +
® { [4 3 N a a ]
2 3
L ake) Va4l 2 2014y, 2ald) (a+e,)’}=——a® ~0,016204a°
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3 5 62
=—(e.+e,)=—(-a+—-a)=——a=~-0,98413a
y, =—(&; +€,) (7 9 ) &3
Poikkileikkaussuure r?:
21 a 11 2
I, +1, 210
=t tiyiig? »_320° 210" + (=224 +1,305672°
A 7 63
20

Nurjahduspituus: L, =0,70L=7,0a
Puhtaiden taivutus- ja vaanténurjahdustapausten kriittiset kuormat:

1,
2Bl TE 5
p=""l ) ~0,010551Ea?
B (7.0a)

7El, T B0
= ©— ~0,013218Ea’

(T (7,0a)

2 71'2E'La6 4
Pziz(” E2Iw+G|t): 1 2[ 4322 + E _7a 1
7y L, 1,30567a (7,0a) 2(1+0,25) 6000

=2,8571-10°Ea’

Ehto kriittiselle kuormalle:
0

P-P 0 7P P-P 0 0
0 P-P yP |c0=| 0 P-P yP |=0
2 0 yP r’(P,-P)

-z,P  y,P P -r?p
= (P, -P)(R,~P)r*(P,-P)-y,P’]=0
P,+P PP,
P+
1-yi/r?  1- yv/r
= P, ~0,01055Ea’°, P> -0,062251P+1,46246-10 =0

= P=P, P’

— P, =P, ~0,01055Ea’, P, ~0,05981Ea’, P, ~ 0,002445Ea’

Kriittinen kuorma: P, =0,002445Ea*
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Rak-54.3100 Rakenteiden mekaniikka I11, 2010

Kotitehtava 6:

(VI NI TV V¥ T%‘%‘%T Ty T%‘%"qu))(

y

Tarkastellaan oheista tasaisen kuorman g,, kuormittamaa péistédan

haarukkalaakeroitua  palkkia, jossa  kuorman  vaikutussuoran
y —koordinaatti on y,. Palkin poikkileikkaus on kaksoissymmetrinen.

(a) Saata palkin kiepahdustehtavan differentiaaliyhtéld muotoon

a
o - 7 +—[/1b A% £ (x)]p, =0, 1)
missa

GoL’

)

~ JELE

on dimensioton tasaisen kuorman ¢, siséltdvd ominaisarvo. Mitkd ovat
dimensiottomien vakioiden a ja b seka funktion f (x) lausekkeet?

L 2 @ — & —— ' @ L
1 2 3 4A 5 n—-4n-3n-2n-1n
X
|| L |

y

(b) Muodosta kenttayhtdléd (1) vastaava differenssiyhtéld ja saata se
muotoon

AX? AX? AX?
@i, —(d+a—- )% L+ (6+2a—- E — o —(4+ a?)%ﬁ + Pz

3
Ax4 2 )
+/1bT =1 f_¢ll 0

missé f, = f(x).
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(c) Muodosta kenttéayhtalod ja reunaehtoja vastaavat differenssiyhtalot
reunan differenssipisteissd 3 ja n—2 sekd lausu niitd kéyttaden reunan ja
ulkoisten  differenssipisteiden  differenssiarvot sisdisten pisteiden
differenssiarvojen avulla seuraavasti

Pu="Ps» P2 =P P3=0,

4)
P = "Pinsr Pna=™ Pz Pn2™ 0.
\d A L 3 L 3 L 3 s 2 X
1 2 3 4 5 6 7 8 9
Ax=L/4
S —

(d) Kéytetddn oheista differenssiverkkoa tarkasteltavan kiepahdus-
tehtdvan ratkaisemiseksi. Muodosta sisdpisteiden 4, 5 ja 6
differenssiyhtalét (3) ja eliminoi niistd kaavoja (4) kéyttéen reunojen ja
ulkoisten differenssipisteiden differenssiarvot. Esitd saatu kolmen
tuntemattoman differenssiyhtélé muodossa

([A1+ A[B] - A’[C]){p}=0, ®)
missa
D4
{r}=19s (6)
(283

Mitka ovat matriisit [A], [B] ja [C]?

Yhtdlét (5) muodostavat  ominaisarvotehtdvan,  ominaisarvojen
A, 1=1,2,3 maarittdmiseksi. Kriittistd kuormaa vastaava ominaisarvo 4,

on ndité pienin. Ominaisarvotehtévé (5) ei ole tavanomainen, lineaarinen.
Se on helpointa ratkaista likima&rdisesti seuraavasti: Otetaan kayttoon
funktio

f (1) =det([A] + A[B] - A%[C]). @)
Piirretddn sitten funktion f (1) kuvaaja riittavan tihealla jaolla parametrin

A arvoja alkaen nollasta. Kohta, jossa kuvaaja leikkaa ensimmaéisen
kerran A akselin antaa likiarvon ominaisarvolle 4, .
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(e) Tarkastellaan palkkia, jolla on oheinen poikkileikkaus seindman
paksuuden ollessa t=h/10. Palkin pituus on L=10h ja materiaalin
kimmomoduuli on E ja Poissonin luku on v =0,25. Mé&éritd palkin
kriittinen kuorma q,,,, kun kuorma vaikuttaa (i) alalaipan keskiviivan ja

(ii) ylalaipan keskiviivan korkeuksilla.

——r—
i
i
%:et h
i
i
R 2
_—
4
Osittainen vastaus:
(@
2 El L? 2
a:GItL ’ b: y ﬁ’ f(X):l(i—X—zz
El, El, L 4°L L
d .
52 4.2
8 16
[Al=|4-2 6+2 42|
16 8 16
1 4-2 5,2
| 16 8 |
o 1 00 L f, 0 O
[Bl=—|0 1 0|, [C]==—| 0 f, O
256 256
0 01 0 0 f
(e)

(i) 0o = 6,91-10°Eh (kuorma alalaipan korkeudella)
(i) qy, = 5,87 -10°Eh (kuorma ylalaipan korkeudella)

Palautus pe 22.10 klo 16.00 mennessa.
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Rak-54.3100 Rakenteiden mekaniikka I11, 2010 a
o -zl [/1b A2 (X)]g, = @)
Kotilaskun 6 ratkaisu:
missa
AR AR R R EERCNEERARE ]qu X pe @
[ELEI,

on kuorman q, sisaltavéa dimensioton ominaisarvo,

y
N L GLE  [ELL )
1 2 4,5 n-4n-3n-2n-1n El, El, L
[<=>| L |
) ' ovat tunnettuja dimensiottomia vakioita ja
y
(a) Kenttayhtalo: f(X)==(=-= )

LL2

B H 0.
Taivutusmomentti M : on tunnettu dimensioton funktio.

2

X qL L* x X
————————— [~ ) M, @ M +%X'§—q7x = M/ =qOT(I_F (b) Kenttayhtaloa vastaava differenssiyhtalo:
1 iqox y X Differenssipisteessa i saadaan
aL L2 b f
2 | o - Lz AT A e =0, ®)
Koske poikkileikkaus on kaksoissymmetrinen B, =0 ja y,, =0 yhtalosta missi
(5.8) saadaan
@ Ao oy (MY 5 f=fx) =2 Xy (6)
Elmgo[ _(G|t+2ﬂyMz)¢t_2ﬂyQy [ E _q (yq yv)]¢t=O 4 L I_2
y
= o _ [(M )’ quq] on funktion f(x) differenssiarvo. Sijoittamalla derivaattojen differenssi-
! Elw ElEl, %= lausekkeet saadaan tasta
Gl, , QY. ZL“
= (0‘(4)_E_II t+[EO|C|_4Eq|O El, (E_Lz)] v 1
P » y _4((0&—2 - 4¢ti—1 + 6¢1| 4¢t|+1 + (01|+2) T2 2 ((ptl—l goll + (pti+1)
AX L AX @)
. b f,
Ja + ﬂ‘ L4 ¢’t| /12 L4 ¢[I - 0
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ja edelleen kenttayhtaldd (1) vastaavaksi differenssiyhtaloksi

AX?
Py, (4+ a )%-1 +(6+ Za )% (4+ a?)%u + Gyin
Ax“ 8

+;L.bT(0“ /12f =0

L4 ¢tl

(c) Kenttadyht&l6d ja reunaehtoja vastaavat differenssiyhtdlét reunan

differenssipisteissd 3ja n—2:

Reunaehdot ovat
2,(0)=0, ¢/(0)=0, ¢,(L)=0, ¢{(L)=0. ©)
Reunan differenssipisteisséd 3 ja n—2 saadaan

. =0, P = 2P+ Pu =0, ¢, ,=0 Doz = 2P0+ Py -0 (10)

AX? ' AX?

ja edelleen reunaehtoja vastaaviksi differenssiyhtéloiksi

03=0, 0,==0u =0 Gu1="Vps- (11)

Yhtélolle (8) differenssipisteessé 3 saadaan

AXE 4 AXE - AX?
Py~ (4+ a?) @, +(6+ 23?) Py~ (4+ a?)%t + @

AX* ~= AX* =
+1-b=— EC A% 1, % =0 (12)
= Pu="Ps

Yhtélolle (8) differenssipisteessd n—2 saadaan
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AX? AXE  —— AXE
Pna —(4+ a?)%}fs +(6+ 23—?) Poo— (44 a?) Pi1t P

0 0

AX4 —— AX4 ——
+4- bT(Dtn—Z - /12 fn—z T(otn—z =0 (13)
= On = "Pus

(c) Kenttdyhtéloité vastaavat differenssiyhtalét sisapisteissé 4, 5 ja 6:

3 - () ) v T X
1 2 3 4 5 6 7 8 9
Ax=L/4
l[e——|
Pisteissé 4, 5 ja 6 saadaan
14 1/4? 1/4?
— ——

~Pa
—

AXE - AX? AX?
P, —(4+ a?) Pzt (6+ 23?)%4 —(4+ a?)%s + D

1/4* 1/4*
r—/T r—Aﬂ
AX
+ﬂ*'bT¢14 A f B (pM_O
—= AX AX AX —
Py — (44 a?)gam +(6+ Za?)wﬁ —(4+ a?)(ﬂts + @47
1/4* 1/4*
—— r—'H
AX* Ax*
+/1'bT¢15—/1 f |_4 (Dts 0
/4% 142 142
—— ——

AX? AX2 AXE - 8
-4+ a?)(”ts +(6+ Za?)(pte -(4+a— )wn + @
14 1/44
——

AX*
+ﬂ“'b?¢16 /12 fl L4 (DtG O

ja edelleen
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f

256 256

a a a b
4+ =2)p,+ 6+ —(4+ )P + A —
( 16)4014 ( 8)@5 ( 16)% 256
a a b f,
¢t4_(4+E)¢t5+(5+§)(/7t6+/7"2_56¢te_/12ﬁ¢7t6:0

Tamé yhtéléryhmé on matriisimuodossa

([Al+ A[B] - A*[C]{¢}=0

missé
52 4.2 g
8 16
[Al=|4-2 6+2 42|
16 8 16
1 4-2 5,2
i 16 8 |
b
Bl]=—0 1
[B]= 256
ja
f, 0 0
1
[Cl=——|0 f 0
256
0 0 f,

Laskemalla funktion f differenssiarvot

1.x, X 11 1 9
fom(Pa_ Moy 22 2y
¢ 4(|_ LZ) 4(4 42) 1024

1x xX, 1.1 1 1
foo(Xs_Tsye_Lt2_ —y2_ =
° 4(|_ LZ) 4(2 22) 64

L% Xy 13 3, 9
S4tL 12T 44 47 1024

saadaan matriisi [C] muotoon
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a a b
(5+§)¢t4 _(4+E)¢t5 P+ —Pu -t @, =0

f
(2 122_556% =0

9 0 O

0 16 0.

[C]=
262144/

(d) Kriittisen kuorman maarittaminen:

Poikkileikkaussuureet:

| _h(h/ae_ n
Y76 10 6 3840

th® toh®> h h® h/4-h*> h*
| — W +_:_(_+ )_

T 12 2 1012 2 ' 48
1,5 3 1,h,4h0 h*
I ==2tb+th)==(—=)(2—+h) =
! 3( ) 3(10)( 4 ) 2000
| _th’d®  hh’(h/4)° h°
© 24 10 24 15360
Parametrit a ja b:
o 10h)?
_GIL? E 2000( ):1536
El, 20+0.25) h® 5

15360

10h)?
N T P S ki S
El, L e 10h " h
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Kerr

oinmatriisit:

217 -116

5

[A]=% 116 222 -116|,
5 116 217

Ratkaisu:

f (1) = det([A] + A[B] - A2[C])

Etsitdén kohtia, joissa A vaihtaa merkkié:

Etsitddn merkin vaihtumiskohtaa vield tarkemmin:

AW, (v =h12)[ 2 [ ), (y,=-n/2)
520 1239,1 440 1215,7

524 790,6 444 785,8

528 343,7 448 358,0

532 -101,3 452 -67,6

A f(4), (y,=h/12)| £(2),(y,=-h/2)
0 37943 37943

100 37660 34107

200 33274 26686

300 25374 16710

400 14941 5604

500 3504 -4964

600 -7278 -13296
Etsitadn merkin vaihtumiskotaa tarkemmin:

A f(1), (y,=h/2)| 4 f(4), (y,=-h/2)
500 3503,8 400 5604,5
520 1239,1 420 3392,4
540 -985,4 440 1215,7
560 -3155,8 460 -911,8
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Interpoloidaan kriittiset A :n arvot:

N 343,7
790,6+101,3
358,0
358,0+67,6

h
Vo= Ao =528 4=5311

yq:—g: A, =448+ 4=4514

Lasketaan kriittiset kuormat:

L4
Dy Jut ;=311

W7o JELEL
b

E
EI]
= Gy, =531 :531,1%%,906.10—6 Eh

yo=—2. Gourl =, =4514
0T TS T e e EAOL
2" JEILE,
W he
E
EJLI
= Gy = 4514 =451,4%:5,870-1o-6 Eh
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