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Myotoviivateoriaa kéytetddn yleisesti terasbetonilaattojen kuormankantokyvyn arvioin-
tiin. Se on plastisen rajakuorma-analyysin (limit analysis) kinemaattisen menetelman
erés versio, jonka avulla voidaan méarittaa plastisen rajakuorman ylalikiarvoja (tai kdan-
tden: rajamitoituksessa madrittad tarvittavan téysplastisen momentin alalikiarvoja).
Myotoviivateoriaa kéytettdessa laatan otaksutaan plastisoituvan myoétéviivoja pitkin si-
ten, ettd laatasta syntyy yhden vapausasteen mekanismi. Mekanismin liikkuessa maarite-
tadn taivutusmomenttien myotoviivoilla tekemad siséinen virtuaalinen ty0 ja toisaalta ul-
koisen kuorman tekema virtuaalinen tyo, joiden summan tulee havita tasapainossa ole-
valle laatalle. Tama johtaa plastisen rajakuorman arvioon (mitoitettaessa: taysplastisen
momentin arvioon). Vaikeutena on todeta, ettd laatan myotdehtoa ei missdén kohdassa
rikota. Yll&olevasta kdynee selville, ettd myo6toviivateoria on sauvarakenteiden meka-
nismimenetelmén kanssa analoginen menetelma.

1. Laattamekanismin kinematiikkaa

Myotoviivateorian mukaan laatta saavuttaa rajatilan siten, etta siihen syntyy viivamaisia
alueita, joihin muodonmuutokset keskittyvét. Laatasta syntyy nivelviivojen ja jaykkien
laatan osien muodostama mekanismi. Nivelviivoja kutsutaan myo6toviivoiksi. Ne ovat
yleensd suoria. Seuraavassa tarkastellaan laattamekanismin liiketta.

Tarkastellaan jaykkaa laatan osaa, joka saa differentiaalisen rotaation & laatan tasossa
olevan kiintedn akselin L ympéri.

Myotovi iva™

\'\Rotaatioakseli L

o)
\‘

Kuva 1: Jaykén laatan osan pisteen Q taipuma.
Pisteen Q taipumalle saadaan

1)

o = twh, 1)
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missé w = |a3| ja hon pisteen Q etdisyys rotaatioakselista L. Kaavassa on + merkki, jos

piste Q rotaatiovektorin suuntaan néhden rotaatioakselin oikealla puolelle, muuten —
merkKki.

Pisteen Q siirtymévektorille SQ = 5QIZ voidaan Kirjoittaa

0,

o =0x(lh — 1), @)

missd T, on pisteen Q paikkavektori ja T, on rotaatioakselille sijoitetun mielivaltaisen
pisteen P paikkavektori. Yht&lon (2) komponenttiesitys saadaan seuraavasti

S K = (o, + @, 1) x[(Xg = % )T + (Yo — ¥) ]
z[a)x(yQ - yP)_a)y(XQ _XP)]Iz

=
[ :a)x(yQ_yP)_a)y(XQ_XP)' 3)
\-
\'\ P, 1 (X2, Yep)
S -
A X /’,\
(/
ay
< 5
y s
1‘& os Ne Pr 1 (Xp1s Yer)
:Q ,yq)'""---.
. \
\‘

Kuva 2: Laatan osan Iﬂ rotaation maarittaminen.

Tarkastellaan tilannetta, jossa laatan osan m pisteen Q taipuma &, tunnetaan. (Kuvassa

2 piste Q sijaitsee kolmen myé6toviivan leikkauskohdassa.) Laatan osan Iﬂ rotaatiovek-
torin suuruus . voidaan maarittad kaavalla
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Sijoittamalla rotaatioakselin piste P, siten, etta y,, =y, ja piste P, siten, ettdx;, = X,
saadaan yhtélon (3) perusteella rotaatiovektorin @, komponenteille tulokset

0, =—, @, = Q (5)

Kuva 3: Kahden vierekkéisen laatan osan III ja m keskinainen liike.

Tarkastellaan kahta vierekkéistd laatan osaa Iﬂ ja m sekd niiden vélistd myd6toviivaa

i—j (vrt. kuva 3). Laatan osan El rotaatio laatan osan m suhteen méaéritellaan kaavalla

a)ijzc_[)i_a)j- (6)

Koska laatan osat yhtyvat myoétdviivalla, tulee niiden kiertyd yhté paljon mydétoviivan
normaalin ympari. Nain rotaatiovektoreiden @, ja @; myodtéviivan normaalin suuntais-

ten komponenttien on toteutettava ehto w,; = @ ;. Nyt saadaan

Oy =0 — 0 = Oy + Oy — O — By = By — Ay, @)

missd @y ja @, ovat rotaatiovektoreiden @, ja @; myotdviivan suuntaiset komponentit.

Helposti voidaan nyt paatella, ettd vektori @

, On myotoviivan i— j suuntainen ja etta

sen suuruus @; ilmaisee laatan osien El ja m vélisen kulmanmuutoksen. Lopuksi to-

detaan kaavan (6) perusteella, ettd |@; = - |
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Tarkea saanto:

Jos laatan osat i ja j kiertyvét kiinteiden akselien i—0 ja j—0 ympéri (kuva 4), niin
niiden vélinen myotoviiva i — j (tai sen jatke) kulkee akselien leikkauspisteen kautta.

Kuva 4: Kiinteiden akselien i —0 ja j—0 ympari Kiertyvien laatan osien vélinen myo-
toviiva i— .

Myétoviivateoriaan liittyvid merkintoja:

Analysoitaessa laattaprobleemia myo6toviivateoriaa kdyttden joudutaan piirtdmaan kuvi-
oita, joissa on verrattain paljon informaatiota. Kuvioiden esittdmiseen tarvitaan kaytto-
kelpoisia merkintgj4, joista joitakin on jo ollut esillad. Tassd monisteessa kaytetyt mer-
kin-n&t on koottu taulukkoon 1. Seuraavassa on joitain taulukkoon liittyvid huomautuk-
sia.

o Myotdviivaa merkitdan tassa paksulla katkoviivalla: m m m m m m m, Tavallisempi mer-
kintd ndyttad seuraavalta: ~~~~~~~ Jalkimmadista kaytetéddn yleensé alan kirjalli-
suudessa. Sitd on myds mukava kayttdd, kun kuvio piirretdén kasin.

e Positiivisella my6toviivalla (+) kulmanmuutos myo6toviivaa vastaan kohtisuorassa
suunnassa tapahtuu siten, ettd laatan alapinta ”venyy”. Negatiivisella myé&toviivalla
(—) kulmanmuutos tapahtuu siten, etta laatan alapinta ”puristuu”. Usein my6téviivo-
jen merkit jatetddn merkitseméttd kuvioon.

o Koska terdsbetonilaatoilla ala- ja ylapinnan raudoitus on usein erilainen, on myos
positiivisia ja negatiivisia myotoviivoja vastaavat taysplastiset momentit erisuuret.
Edellisiin on taulukossa liitetty + merkki ja symbolit m, ja m, seka jalkimmaisiin —

. o,
merkki ja symbolit m; ja m/.
e Jos laatan yld- ja alapinnassa on samanlainen raudoitus, on m, =m, ja m; =m, . Jos

laatan x- ja y-akselien suuntainen raudoitus on lisdksi samanlainen m, =m, .
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Taulukko 1: Myé6toviivateoriaan liittyvid merkintoja.
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Myotoviivoja koskevia sdantojéa:

1. Laatan mekanismilla on yksi vapausaste.
2. Myotoviivat ovat suoria.
3. Kahden laatan osan vélinen myd6toviiva kulkee nédiden osien pyodrahdysakselien

leikkauspisteen kautta. Jos pyorahdysakselit ovat yhdensuuntaiset, niiden leik-
kauspiste on adrettomén kaukana, ja myd6toviiva on siten niiden kanssa yhden-

suuntainen.
4. Myotoviivojen leikkauspisteessé yhtyy aina vahintdan kolme myotoviivaa.
5. Myotoviivat

e yhtyvét yleensa tukiviivoihin,
o kulkevat pistemadisten tukien ja kuormien vaikutuspisteiden kautta.

Esimerkkeja myotomekanismeista:

Esimerkki 1: Pistekuorman P kuormittama parvekelaatta.

1-0
s\_\ ______ - .-.-Ll.llllIIIIIIIII'I'{/‘:./_f
N~ [ (2] o :
< /
b N 1_3\~|L". + T“"‘Iiz | /
.\'\ | et I /.2—0

Huomautus: Kun laatan osien rotaatiot @,, @, ja @, tunnetaan, voidaan myo6toviivojen
rotaatiot e, , w,; ja @, Maarittad o —kuvion avulla (esimerkiksi graafisesti).

Rak-54.111 Rakenteiden mekaniikka B, luennot osa IV 370



Esimerkki 2: Puolisuunnikkaan muotoinen, kaikilta reunoiltaan vapaasti tuettu laatta;
tasainen kuorma g.

g~ 3
* |

lllllllllll:— —_———————— e

Esimerkki 3: Nelikulmion muotoinen, kahdelta vastakkaiselta reunaltaan vapaasti tuet-
tu, yhdeltd reunaltaan jaykasti kiinnitetty ja yhdeltd reunaltaan vapaa laatta; tasainen
kuorma g.

Esimerkki 4: Kahdelta reunalta vapaasti tuettu ja kahdelta reunalta vapaa seka yhdesté
nurkasta pilarilla tuettu nelidlaatta; tasainen kuorma g.
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Laatan mekanismi on tdysin maaratty, kun tunnetaan laatan eri osien Kiertymaakselit ja
kiertymédkulmien suhteet. Laatan mekanismin madrittamiseen tarvittavien geometris-

ten parametrien lukumaara p saadaan kaavasta

p=n+a-1

(8)

missd n on laatan osien lukumé&érd, joihin myo6toviivat jakavat laatan ja a on kiertymaak-
selien sijainnin maaraamiseen tarvittavien geometristen suureiden lukumaara.

Esimerkki 1:

l(xz’yo)’
* IIIIIIIII
,’O( .
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\J
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Esimerkki 3:
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a=0
= p=3

Parametrit: X; Xz ja Yo

n=3

0

a
= p=2

Parametrit: esim. X ja Yo

a=2(aja p)
= p=4
Parametrit: esim. « , £, Xy, Y-
Jos laatta ja kuorma ovat

symmetrisié y-akselin suhteen,
ona=p jax,=0ja p=2.
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2. Laatan myotdehto

2.1. Isotrooppinen homogeeninen laatta

Tarkastellaan laattaa, jonka aine on isotrooppista ja homogeenista, esim. metallilaattaa.
Tallaiselle aineelle patee Misesin myotoehto (Huber 1904, von Mises 1913, Hencky
1924), joka voidaan lausua muodossa

o ©)

missd o, on tehokas jannitys, jolla on lauseke

O, = \/%[(O-x - o-y)2 + (O-y - o-z)2 + (O-z - O-x)2 + 6(Tf(y + z-flz + fo)] (10)
ja o, onaineen myo6tolujuus eli myotoraja vedossa tai puristuksessa.

Laatassa otaksutaan vallitsevan jannitystila, jossa nollasta eroavat jannityskomponentit
ovat o,,0,, 7,7, jar,. Ndistd o,,0, jar, aiheutuvat taivutusmomenteista M,,

My ja M, seka z,, ja 7, leikkausvoimista Q, ja Q. Sauvarakenteiden plastisten

menetelmien yhteydessé jatettiin leikkausvoiman vaikutus tdysplastiseen momenttiin
huomioon ottamatta. Laattojen yhteydessa voidaan menetelld vastaavasti. Taman vuoksi
leikkausjannitysten z,, ja z,, otaksutaan haviavan myGtoehtoon (9) liittyvassa tehok-

kaan jannityksen lausekkeessa (10). Se saa néin ollen muodon

o, = \/ai —-o0,0,+ 0'5 +3r§y : (11)

Laatan ymmarretddn myotadvan laatan tarkasteltavassa kohdassa, kun tehokkaan janni-
tyksen arvo on saavuttanut myo6torajan kaikissa pisteissé palkin korkeussuunnassa. Myo-
torajalla jannitysten otaksutaan jakautuvan siten, ettd jannitysten ja momenttien yhteydet
ovat

4M 4M 4M
oy =—75(2). o, = hzysgn(Z), T, = hz”ysgn(Z), (12)

missa sgn(z) merkitsee z:n merkkid. Sijoittamalla ndmaé lausekkeet tehokkaan jannityk-
sen lausekkeeseen (10) saadaan

4 2 2 2
caszMx4wwu+Mﬂ3Mw

N&hdaan siis, ettd vertailujdnnitys on laatan paksuuden yli vakio. Sijoittamalla tdméa
myo6tdehtoon (9) saadaan

1
JMf—MXMy+M§+3M§=Zo-W (13)

m
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ja edelleen

M, =m (14)
missa
M, =MZ-MM, +M?Z+3M} (15)

on tehokas momentti ja

mziqmz (16)

laatan taysplastinen momentti. Kaava (14) ilmaisee homogeenisen laatan myoto-
ehdon. Se voidaan myds esittdd muodossa

MZ-MM, +M2+3M2 -m? =0, (17)

Homogeenisen laatan taysplastinen momentti lasketaan siis vastaavaa tapaan kuin pal-
kin, jolla on ykkdsen levyinen suorakaidepoikkileikkaus (vrt. kuva 5)

1 h 1
m==-c_-1-h-—==0_h® 18
5O 5 =2 0n (18)
Huomautus: Laatan tdysplastiselle momentille kdytetddn téssd merkintdd m, vaikka
merkintdd M, jota kaytettiin palkin taysplastiselle momentille, voitaisiin myds kayttaa.

Syyné tdhén valintaan on toisaalta perinne ja toisaalta alaindeksien méarén vaheneminen
joissain tarkasteluissa.

On L |

1 o= IR N ha 1_ 4
ol 22t T ,Ih Zl Ir._._@_ii"‘.'_]}’h

y > 2V 2 |

o, | 1 !

I |

Kuva 5: Homogeenisen laatan tdysplastisen momentin méarittdminen
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Kuva 6: Terésbetonilaatan taysplastisen momentin m, maarittdminen

2.2. Terasbetonilaatta

Tarkastellaan terésbetonilaattaa, jonka raudoitus muodostaa suorakulmaisen verkon. Te-
résten ja x- ja y-koordinaattiakselien suuntien otaksutaan yhtyvéan. Yksinkertaisuuden
vuoksi tarkastelussa otetaan huomioon vain laatan alapinnan terakset. Laatta on aliterés-
tetty, niin ettd terdkset mydtaavat ennen kuin betonin puristuskapasiteetti on saavutettu.
Rajatilassa terakset myotadvét ja betonin puristusjannitys on vakio o, (c=concrete) pu-

ristuspuolella ja betoni on haljennut nollaviivan alapuolella. Tarkastellaan x-akselia vas-
taan kohtisuoran leikkauksen (kuva 6) taysplastisen momentin m, maarittamista. Se las-

ketaan siis kuten ykkosen levyisen, x-akselin suuntaisen betonipalkin taysplastinen mo-
mentti. Poikkileikkauksen normaalivoiman tulee olla nolla, joten

NET—CzO:GmA—GChp=03hp=M, (19)

O

misséa A¢ on terasmaara leveyttd kohti ja h, on puristusvyéhykkeen korkeus. Taysplasti-
selle momentille m, saadaan nyt

A N _T.A
m =T (h—) =0, Ah(-7m0). (20)

c

h on terésten painopisteen etéisyys laatan ylareunasta. VVastaavaan tapaan voidaan maa-
rittad y-akselia vastaan kohtisuoran leikkauksen taysplastinen momentti m, .

Tavallisesti terésbetonilaatan terdsmadrét ja terdsten etdisyydet ylareunasta ovat x- ja y-
suuntaisille teraksille erisuuret. Ndin my0s taysplastiset momentit m, ja m,  ovat

erisuuret. Myos laatan yl&- ja alapinnan terdstys on erilainen. Negatiivisen momentin
vastaavia arvoja, terdsten ollessa ylareunassa, merkitaan vastaavasti m; ja m;.

Taysplastisen momentin suuruus terdsbetonilaatoilla riippuu myds mydétoviivan suun-
nasta. Taysplastinen momentti m, myotoviivalla, jonka normaali muodostaa kulman o

x-akselin kanssa, saadaan tasapainoyhtélostda myo6toviivan suuntaisen akselin ympéri
(vrt. kuva 7)
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dx = dssine,
dy =dscosa

Kuva 7: Taysplastisen momentin mééarittdminen suunnassa «

l/ m, ds—m,dy-cosa —m dx-sina =0.

Jakamalla yhtalo puolittain ds:11a saadaan taysplastiselle momentille suunnassa « tu-
los

2 HJ
m,=m, cos” a +m sin‘ a| (21)

Toisaalta sisdinen taivutusmomentti suunnassa « on

M, =M, cos’ &+ M, sin’ @ +2M, sinacosa|, (22)

Myotoviivalla tulee sisaisen taivutusmomentin M, olla tdysplastisen momentin m,
suuruinen. Néin saadaan myotdehto

=m,. (23)
Sijoittamalla sisdinen taivutusmomentti (22) ja taysplastinen momentti (21) myo6tdeh-
toon (23) saadaan se muotoon

M, —my, + (M, —my)tan® o+ 2M tane = 0. (24)

Taman ehdon tulee olla voimassa erisuuntaisilla myotoviivoilla eli mielivaltaisella kul-
man « eri arvolla. Derivoimalla yhtald (24) vasen puoli « :n suhteen ja merkitsemalla
tulos nollaksi saadaan (syy tahén selitetaan liitteessé A)

tan o tan o My
-my)——+2M,, ——=0 = tang =-————.

2(M
cos” a cos” a My —m,

y (25)

Rak-54.111 Rakenteiden mekaniikka B, luennot osa IV 376



Sijoittamalla néin saatu tan « :n arvo yhtaloon (24) saadaan my6téehto muotoon

2
(Mx_mx)(My_my): Mxy'

(26)

Yhtal6a (26) johdattaessa taivutusmomentti M otaksuttiin positiiviseksi ja m_ oli sitd

vastaava téysplastinen momentti. Suorittamalla vastaava tarkastelu taivutusmomentin
M, ollessa negatiivinen ja m’ :n ollessa sitd vastaava taysplastinen momentti, saadaan

my0toehto

! ! 2
My +m)(My +my) =M.

(27)

Koordinaatistossa M,, My, M, yhtalot (26) ja (27) esittavat kahta, pohjat vastakkain
olevaa kartiota (kuva 8). Naiden leikkaus M,, M, -tasossa on suorakaide (ks. kuva

9a). Tatd myotdehtoa nimitetddn Johansen’in myotéehdoksi. Laatalle, jonka x- ja y-
suunnan terastys on samanlainen (m, =m, =m, m; =m;  =m’), leikkaus on nelio (kuva
9b) ja jos lisaksi ala ja yldpinnan teréstys on samanlainen (m’=m), nelién keskipiste
on origossa (kuva 9c).

M

Xy

M y
MX
Kuva 8: Johansen’in myétoehto
(a) M, ONEEY ©)
y M
my y
m
m
_m:( mx . -m' m -m
MX MX
’ _m’
_my _m

Kuva 9: Johansen’in myodtoehto M, , M, tasossa: (a) yleinen tapaus, (b) x- ja y-suunnan

terdstys samanlainen, (c) x- ja y-suunnan seké ala- ja ylapinnan terdstys samanlainen.
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3. Laattamekanismin sisdinen ja ulkoinen virtuaalinen ty0

Laattamekanismin liikkuessa taysplastisten momenttien tekema sisainen virtuaalinen
ty6 on

V\_/int = _Z my Lij E)ij J (28)
j

missa summaus kay yli kaikkien myotoviivojen i— j, Ljj on myotoviivan i— j pituus,
m; on laatan taysplastinen momentti myGtoviivalla i— j seka @; on laatan osan Iﬂ
virtuaalinen rotaatio laatan osan m suhteen (itseisarvo: @; =| 5“. |). Kaava (28) voidaan
lausua myds komponenttimuodossa

Wi == (m, cos® ar; +m, sin a;)Ly@; ==Y (m, Ly, @y, +m, Ly,@;). (29)

x ~ijy y Tijx
ij ij
a; on myotéviivan i— j normaalin suuntakulma x-akselin suhteen, L; =L; cosa;,
@;, = @,; COSey;, jne. ovat myodtdviivan ja rotaation komponentit koordinaattiakselien
suunnilla.

Virtuaaliset kiertymaerot myotoviivoilla @, =| 5” | voidaan madrittdd mukavasti -
kuviota hyvéksi kayttaen, kunhan laatan osien virtuaaliset rotaatiot @, on ensin maaritet-
ty. Ne saadaan seuraavasti: Valitaan sopiva mydétoviivojen leikkauspiste Q (kuva 10),
jonka virtuaaliseksi taipumaksi otetaan SQ =1. Talloin (esimerkiksi) laatan osan m Vir-
tuaaliselle rotaatiolle saadaan @; =1/h, missé h on pisteen Q etdisyys rotaatioakselista
i—0.

Kuva 10: Laatan osan E[ virtuaalisen rotaation maarittaminen, kun pisteen Q virtuaali-
seksi taipumaksi on valittu &, =1.

Rak-54.111 Rakenteiden mekaniikka B, luennot osa IV 378



L,/
/
"~
o E
KA
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» + —
3 <l &a)lk = @, COS [
D A~ "‘
*

. Koska mydtoviiva i —0 yhtyy
/ S~ rotaatioakseliin L, ,

Kuva 11: Sisdisen virtuaalisen tydn maarittdminen laatan osalle m; merkintoja.

Laattamekanismin sisdisten voimien virtuaalinen tyd voidaan aina laskea kaavan (28)
avulla. Usein laskeminen k&y kuitenkin helpommin laatan osa kerrallaan ns. projektio-
menettelylla. Tassa menettelyssa mekanismin siséinen virtuaalinen tyd lasketaan laatan
osa kerrallaan. Se virtuaalinen tyd, jonka myotoviivojen taysplastiset momentit teke-

vit, kun pelkéstaan laatan osa Iﬂ saa rotaation @, , kytketaan tahan laatan osaan. Kuvan
11 tapauksessa virtuaaliset kiertymaerot myoétoviivoilla i —0, i—j ja i —k, kun pelkas-

taan laatan osa m kiertyy, ovat @,, = @, cos B, @; =@, COS f3; ja @, = @, COS f3 , Missa
Bos By Ja B, ovat myotoviivojen i-0, i—j ja i—k sekd rotaatioakselin L valiset

kulmat (<90 °). My6toviivojen taysplastisten momenttien laatan osaan ]ﬂ tekemalle vir-
tualiselle tyolle saadaan néin

Wi :_mi’ol-io o — MLy —my Ly,
ioLio®, €Os B, —m; L@, cos B; —m,, L, @, cos 3,

LI 0 L'J I-|’k
—— ——

’ J—
=—(m;, L, cos 5, + m; L; cos g; +m, L, cos S, )@,

missé Lio, Lijja Likovat laatan osaan ]ﬂ liittyvien myo6toviivojen pituudet. Kaava saadaan
muotoon

Wi == (ML +myLy +m, Ly ), (30)

ij ij

missd L, , L ja L ovat myGtoviivojen i—0, i—j ja i—k pituuksien projektiot
(kuva 11) pyorahdysakselln L, suunnalle.
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Kuva 12: Sisdisen virtuaalisen tyén maarittaminen laatan osalle m

Kaavan (30) yleinen muoto on

Wi = =2 (M, L)@, (31)

misséd summaus kdy yli laatan osan i reunoilla olevien myotéviivojen i—r, ts. kuvan
tapauksessa r saa arvot 0, j ja k. Koko laattamekanismin sisdisten voimien virtuaalinen
ty6 saadaan nyt summaamalla kunkin laatan osan osuudet

Vvint = V\_/int,i : (32)

Yhdistamélla tulokset (31) ja (32) saadaan laattamekanismin sisdiselle virtuaaliselle
tyolle myos lauseke

W, =->[>(m, L) (33)

Huomautus 1: Kaavoissa (31) ja (33) kaikkien mydtoviivojen i—r téysplastista mo-
menttia on merkitty symbolilla m, . Jos my6téviiva on positiivinen (+ ), kysymyksessé

on positiivisen myotdviivan taysplastinen momentti m. , jos taas my6toviiva on negatii-

ir?

vinen (—), Kysymyksessé on negatiivisen myotoviivan taysplastinen momentti m; .

Huomautus 2: Projektiomenettely on tehokas keino laattamekanismin siséisen virtuaa-
lisen tyon laskemiseksi, jota voidaan kdyttdd monissa kdytannossa esiintyvissa tapauk-
sissa. Sen heikkoutena kuitenkin on, etta tietyissé olosuhteissa saadaan vééara tulos. Jot-
ta projektiomenetelmalld saataisiin oikea tulos, tulisi laattamekanismin kuhunkin myo-
toviivaan liittyvien laatan osien rotaatiovektoreiden myd6toviivan —suuntaisten
komponenttien olla pareittain vastakkaissuuntaiset. Tdma tulos on perusteltu liitteessa B.
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tien olla pareittain vastakkaissuuntaiset. Tamé tulos on perusteltu liitteessd B. Onneksi
useimmissa kaytannon tehtévissa ndmé ehdot toteutuvat.

Huomautus 3: Kun laattamekanismin laatan osien rotaatioakselit ovat koordinaattiakse-
lien suuntaiset, voidaan, ortotrooppisen laatan (m, = m, ja/tai m; = m;) tapauksessa,

projektiomenetelmé&a viel& jonkin verran "virtaviivaistaa”. Sen sijaan, ettd kullakin myo-
toviivalla i— j maaritettdisiin taysplastinen momentti m; kaavalla (21), voidaan laatan
osaan, jonka rotaatioakseli on x-akselin suuntainen, liittyvilla my6toviivoilla kéyttaa
taysplastista momenttia m, ja laatan osaan, jonka rotaatioakseli on y-akselin suuntainen,
liittyvilla myotoviivoilla kayttaa tdysplastista momenttia m, . Asia voidaan perustella
seuraavasti: Ajatellaan mydétoviiva i — j x- ja y-akselin suuntaisista osista muodostuvak-

si murtoviivaksi kuvan 13 mukaisesti. Laatan osan ]ﬂ jonka rotaatioakseli on x-akselin
suuntainen, osuudeksi mydétoviivan i— j sisdisestd virtuaalisesta tydstd saadaan

-m /@, ja laatan osan m jonka rotaatioakseli on y-akselin suuntainen, osuudeksi
my6toviivan i j sisaisesta virtuaalisesta tyosta saadaan —m, L ;. Nain myotoviivan
i— j sisdiseksi virtuaaliseksi tyoksi tulee W,

int,ij

=-m Lo, —m Lo, Kaytetaessa pro-
jektiomenetelmé&a kaavojen (32) ja (33) hengessa laatan osan |I| osuudeksi myotdviivan
i — | sisdisesta virtuaalisesta tyostd saadaan —m; L{@, ja laatan osan osuudeksi myo-

toviivan i— J sisdisesta virtuaalisesta tyostd saadaan —m; L @, . Nain my6toviivan i— j
siséiseksi virtuaaliseksi tyoksi tulee W ; =-m; L@ —m;L]

osoitettu, ettd esitetty projektiomenetelmén muunnelma todella antaa myé6téviivan i— j
siséiselle virtuaaliselle tydlle oikean tuloksen.

o; . Liitteessa C on vield

Kuva 13: Mydétoviiva x- ja y-akselin suuntaisista osista muodostuvana murtoviivana.
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Laattamekanismin ulkoisten kuormien virtuaalinen tyd on

Wi = [ POGY)S (% V)AA+ [(5)S(x(5), y(s))ds + D- Fio(x,, ;) (34)

missd p(x,y) on jakautunut kuorma, q(s) on viivakuorma, F; on pistekuorma, J(x,y) on

laatan virtuaalinen taipuma pisteessa (x,y), x(s) ja y(s) madrittelevét koordinaatin s funk-
tiona kayrén, jolla viivakuorma q(s) vaikuttaa, x; ja y; ovat pistekuorman F; vaikutuspis-
teen koordinaatit, A, on jakautuneen kuorman p(x,y) vaikutusalue laatalla ja Sq on viiva-
kuorman q(s) vaikutuskdyré laatalla. Jos kuormat p ja q ovat tasaisia, ts. p = po = vakio
ja g = go = vakio, saadaan

Wi = Po [ 8 (%, Y)dA+q, [ 5 (X(5), ¥(5))ds+ D RS (x, ¥,)

P q

=
V\_/ext = pOVp +q0Aq +ZFié_‘i ) (35)

missa V|, on tilavuus, jonka taipumattoman laatan keskitaso (x,y-taso) ja taipuneen laa-
tan keskipinta rajaavat tasaisen kuorman po vaikutusalueella Ay, A, on pinta-ala, jonka

taipumattoman laatan keskitaso, taipuneen laatan keskipinta ja tasaisen viivakuorman qo
vaikutuskayra (usein suora) S, médrittelevat ja &, = 5(x;, y, ).
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Kaavan (34) kayttamista silméalla pitden on hyvé kerrata joitain geometrian kaavoja,
mm.

Puolisuunnikas:

1 L |
I 1
rllI
h, A= % L(h, +h,)
Kartio:
Tetraedr
h V = 1 Ah
h

Huom! Laskemalla yhteen ja véhentdmalld tetraedrimaisia kappaleita voidaan maarittaa
useimmat kysymykseen tulevat tilavuudet.

Kolmiolierio:
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4. Laatan plastinen rajakuorma

Tassé tarkastellaan plastisen rajakuorman maarittdmistd annetulle laatalle. Lausutaan
laatan kuormitus yhden ns. kuormaparametrin A avulla muodossa

p(x,y) = AB(x.y) , q(s)=AG(s) ,F = AF (36)

missé p(x,y) , q(s) ja IfI ovat kuormaparametrin arvoa A=1 vastaavat tasainen kuor-
ma, viivakuorma ja i:s pistekuorma. Kuormaparametrin arvoa 4, jolla laatan sortumi-

nen tapahtuu kutsutaan laatan rajakuormaparametriksi.

Valitun laattamekanismin ulkoisten kuormien virtuaalinen tyo saa kaavan (36) perus-
teella muodon

W, = | [ B(x, V)3 (x, y)dA+ [F($)5 (x(s), y(s))ds + Y Fé (37)

Ao. mekanismeja vastaava kuormaparametrin arvo saadaan nyt helposti virtuaalisen
tyon yhtélosta

(38)

Tutkitaan kaikki kysymykseen tulevat mekanismit. Se mekanismi, joka antaa pienim-
man kuormaparametrin arvon on rajamekanismi, ja vastaava kuormaparametri on laatan
raja-kuormaparametrin ylélikiarvo. Tdma yhdessé kaavojen (36) kanssa antaa laatan ra-
ja-kuorman (ylélikiarvon).
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5. Laatan plastinen rajamitoitus

Téssa tarkastellaan laatan mitoittamista siten, ettd se kantaa annetun kuorman. Tata
toimenpidettd kutsutaan laatan plastiseksi rajamitoitukseksi ja se on kaanteinen ope-
raatio plastisen rajakuorman madritykselle. Jalkimmaisessahan laatta mitoituksineen
tunnetaan ja tehtdvéané on selvittdd, kuinka suuren kuorman se kantaa. Edellisessé lahde-
tadn liikkeelle tunnetusta kuormasta (kaytto-kuorma kerrottuna asianmukaisella kuor-
makertoimella) ja tehtdvand on mitoittaa laatta eli méarittéa tarvittava taysplastinen mo-
mentti. Yleisessé tapauksessa laatan taysplastinen momentti voi olla erisuuri laatan eri
osissa. Sen suhteellinen vaihtelu tdytyy otaksua etukéteen ja ndin se voidaan esittaa
momenttiparametrin x avulla muodossa

m =pum (39)

missd m on momenttiparametrin arvoa x =1 vastaava laatan ao. kohdan taysplastinen
momentti.

Valitun laattamekanismin sisdisten voimien virtuaalinen tyd saa kaavan (28) perusteella
muodon

V\_/int = _,UZ rﬁij L @; (402)
ij

tai kaavojen (31) ja (32) perusteella muodon

Vvint = —/,lz |:2 (mir I-i'r )a_)l :| (4Ob)

Tarkasteltua mekanismia vastaava momenttiparametrin arvo saadaan ratkaistuksi virtu-
aalisen tyon yhtélosta (38).

Tutkitaan kaikki kysymykseen tulevat mekanismit. Se mekanismi, joka antaa suuurim-
man momenttiparametrin arvon on rajamekanismi ja ao. momenttiparametrin arvo u,

maarééd kaavan (39) kautta tarvittavan tdysplastisen momentin alalikiarvon laatan eri
osissa.
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6. Esimerkkeja rajakuorman maarittamisesta ja rajamitoituksesta

Huomautus: Jatkossa esitettavissd esimerkeissé virtuaalista siirtymatilaa kuvaava
ylaviiva jatetddn mukavuussyista pois.

Esimerkki 1: Tarkastellaan isotrooppista kaikilta reunoiltaan jaykésti kiinnitettya suo-
rakaidelaattaa, jota kuormittaa tasainen kuorma p. Laatan positiivista taivutusta vastaava
taysplastinen momentti (=tdysplastinen momentti kentéssd) on m ja negatiivista taivutus-
ta vastaava taysplastinen momentti (=taysplastinen momentti tuella) on m’ = ym. Maari-

tetddn plastinen rajakuorma.

s —_

| a

Siséisten voimien virtuaalinen tyo:

Ratkaisutapa I: o-kuvioita kayttaen.

| fa_ (1-2%a . fa

1 1 1

Q. sa
IIIIIIIIIIIQ" b _

S

Sa

Koska laatta on isotrooppinen, m_ =mcos® & +msin® a = m(cos’ a +sin’ &) =m. Té-

ys-plastinen momentti on siis sama kaikissa suunnissa: Myotoviivojen téysplastiset mo-
mentit, pituudet ja keskindiset rotaatiot ovat:
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me=ym, i=1..,4 my=m,ij=1..4,

Lo=Ly=a, Ly=1Ly =(1-2¢)a

Ll - L23 - L34 41 ‘ éa

2 2 4
a)lo=a)30=6, 6020=CU40=5, wlszz'B:E

/ 1 /
W) =Wy =Wz = Wy = .fa g \/1+4a.§

Kéytettiin lyhennysmerkintdd « = a/b. Sisdisten voimien virtuaaliselle ty6lle saadaan

e

2 1 4
—W,, =2 m; Lo =2-ym-a-6+2-7/m-b-§+m-(1—2§)a-5+

2
1+2a°¢

vaom- 2 L ag?e? L 14 4a?E7 = jne. = 2(L+7)
2a ac

Ratkaisutapa I1: Laatan osa kerrallaan projektioita kdyttden (Nopeampi tapa!)

Cca o (1-2%)a
1 I 1
a)l:a)a—é‘_Q:g
b/2 b
A
b
6¢)2=a)4——Q=i
fa ¢&a

~Wine = Z[Z (i Li) @]
i r
= (ma+ yma)w, + (mb + ymb)w, + (ma + yma)ws + (mb + ymb)w,
2
1+2a°¢& m
a

= 2(6%+ 2%)(1+ y)m=2(1+y)

(Kaavassa on kéytetty merkintdd ¢ =a/b.)
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Ulkoisten voimien virtuaalinen tyo:

1 -~ 1 -~ 3-2¢a
W, = pV, = p(V, +2V,) = p[E(l—Zf)a-bﬁQ +2-§a§-b-5Q]=T§;p

2
Wext:_Wint = 6§a p 2(1 ):Hz—aém
-
1+2a° m
p=12(1+y)———>—.
£@-28)a’

p:n minimointi:

B G e LI
dg ¢°B8-2) a

/ 1/1+ 3a
4a

1++41+3a% -1 a’ m

Rajakuorma:

p, =12(1+7)

(ivaa? o 2°

2a’ a?

D 240+ y)
V1+3a2—1( V1+3a 1} !

Huomautus: Kun kertoimelle » annetaan arvot O ja 1, saadaan tdman tehtavén tulok-
sesta my0Os kaksi tarkedtéd erikoistapausta: (a) Tapaus y=0 eli m’=0 merkitsee sitd,

ettd tuille syntyvd myotoviiva toimii kuten vapaa tuki. Ndin saamme erikoistapauksena
vapaastituetun homogeenisen suorakaidelaatan rajakuorman. (b) Tapaus y=1 eli

m’ = m antaa jaykasti kiinnitetyn homogeenisen suorakaidelaatan rajakuorman.

(a) vapaasti tuettu (y = 0) (b) jéykasti kiinnitetty (y =1)

. |
| Sannnnnnn :‘ | b
. '34. 1 Rakenteiden meka
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Tuloksia erikoistapauksille:
Nelidlaatta (a=1):

(a) vapaasti tuettu (y = 0)

— =]
}0’. . ’.l

e

o | m
S a p,=24—

* e I P
| * a
10’ .’. I
* *
e o

a

[«——>|

Suorakaidelaatta (o>1):

(a) vapaasti tuettu (y = 0)

(b) jaykasti kiinnitetty (y = 1)

‘e, o 1 m
~ ¥ |la p,=48—
’.0 * . ‘/ p a 2

o
[¢———|

(b) jaykasti kiinnitetty (y = 1)

ininiininini 1 21 1 )
| |
I ~p~ | |b = |0} = b
| |
o | v 7 v
| a | | a IA
m m
Py =ko(er)- 247 Py =ko(a)-48
missa
2
ko(a) = LJ
N1+3a® -1
a=a/b 1,0 1,25 |15 1,75 |20 2,5 3,0 3,5 4.0 o0
Ko(a) 1,000 | 0,815 | 0,707 | 0,638 | 0,589 | 0,526 | 0,489 | 0,463 | 0,444 | 0,333

Esimerkki 2: Jaykasti kiinnitetty, isotrooppinen ympyrélaatta, jota kuormittaa tasainen
kuorma p. Positiivista ja negatiivista taivutusta vastaavat taysplastiset momentit ovat m
ja m’ = ym. Madritetdan plastinen rajakuorma.

Rak-54.111 Rakenteiden mekaniikka B, luennot osa IV

389



Sisdisten voimien virtuaalinen tyo:

Kéaytetadn projektiomenettelyd ja oheista laattamekanismia:

Mekanismin laatanosien lukumaara n ajatellaan niin suureksi, etta rotaatioakselin L,

etdisyydeksi pisteestd Q voidaan ottaa R. Talldin

_% 1
" R R
ja saadaan

W, = —Zn:(mLi’er’Li’ Jor = —n-@(m + m’)% =-27(m+m’)
i=1 n S S —

Ulkoisten voimien virtuaalinen tyo:

3 3

‘V

5, =1

1 1
Wext = pr = pg'ﬂ-Rz zgpﬂ-RZ
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Rajakuorma:

1 , m+m’ m
W, =-W, < 3 prR* =2z(m+m’) = p, =6 7 :6(1+7/)¥
Erikoistapaukset:
(a) vapaasti tuettu (y = 0): (b) jaykasti Kiinnitetty homogeeninen (y = 1):

p p
VvV v VvV vV V
RN .
| 2R | | 2R |
m m
pp:GF pp:12¥

Viuhkamekanismi:
Esimerkissé 2 ympyrélaatalle kaytettya mekanismia kutsutaan viuhkamekanismiksi.

Viuhkamekanismi voi olla myds ympyrésektorin muotoinen (kuva 13) ja se voi esiintya
osana monimutkaisempaa laattamekanismia.
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Kuva 14: Viuhkamekanismi.

Viuhkamekanismin siséiselle virtuaaliselle tydlle saadaan helposti

int

W =% [2z(m+m)] = —a(m+m) (41)
21 —

Né&hdaéan, ettd sen arvo riippuu vain viuhkan keskuskulmasta « seké tdysplastisista
momenteista m ja m’, mutta ei sateestd R.

Esimerkki 3: Jaykésti kiinnitetty, isotrooppinen nelidlaatta; tasainen kuorma p. Méari-
tetddn rajakuorma. Tama ratkaistiin jo esimerkin 1 yhteydessa erikoistapauksena meka-
nismilla (a). Kasitellaan tdssa myos toista mekanismia (b).
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Mekanismi (a):

N

1
al2

:1 w1:w2:w3:a)4:_:

W, =-4- 2, (ma +ma)=-16m
a

1 pa’
W, =>a’-1-p=
ext 3 p 3

Wo=W. o P2 _16m = p -48M,
3 P a’

Tulos saatiin jo suorakaidelaattaesimerkissa.

Mekanismi (b):
Sisdisten voimien virtuaalinen tyd/laatan neljannes:

Viuhkamekanismin 2 osuus:

2
Wint

= —(% —~2a)(m+m)

=—(7r—4a)m

Laatan osien 1 ja 3 osuus:

|
! w, =0 _—1 _g
: % al2 a
| 1 3 a a 2
3 ! 3 W, =W, :—(m-Etanon-Etana)-g
| 2 | 2 . = -2mtana

I | 1
Sisdinen virtuaalinen ty6 laatan neljannesté kohti on

W, =W, + Wi + WS = (7 —4a +4tana)m

int int int

Ulkoisten voimien virtuaalinen tyd/laatan neljannes:

1 a a a’
=——.— tanazgtana

a 2 _ 77_4& 2
2C0S 16.cos’ «
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COS™ o

A=A +A+A :—2(”_24“+4tanaj

2
W, =V p=i.Ad.p=2 p(” 4a+4tanaj

e 3 48 \ cos’ a

Virtuaalisen tyon periaate:

—4 4tan

Wextz_Wint = :(ﬂ. 4a+ @ a)48ﬂ2
¥+4tana a
Cos“ o

Rajakuorman maérittdmiseksi etsitddn p:n minimi. Lasketaan kertoimen arvoja eri o:n
arvoilla.

2

pa
a 48m
0 1

7132 | 0,991
7116 |0,971
37/32| 0,946
zl8 0,922
57132 0,907
37/16 | 0,907
77132| 0,932
14 1

4:? ~ 435

Interpoloimalla saadaan arvio o = %n ~ 30,9°, jolloin p, ~0,905- ﬂz
a

Esimerkki 4: Oheisen ortotrooppisen suorakaidelaatan kaksi sivua on vapaasti tuettuja,
yksi on jéykasti kiinnitetty ja yksi on vapaa. Tdysplastiset momentit ovat m, =4 kN,

m, =2KkN . Madritetaan plastinen rajakuorma.
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RO — K]

: . . .

: .."n i ““ : nb

: ...0. ““ I

P AC Q‘C_)‘ i | -

. . I

: T : || @b
. . o, :

Laatan osien rotaatiot:

1 1 1

“ e Ty T -oa

Sisdisten voimien virtuaalinen tyo:

2b b
—m

a
Wi =—(2bm @, +am @, +bm, w,) =—[éga X +%my + (1—§)amX]
=—[E+E+ 8 1kN
3 n 3-¢)
S |
L '#. o I
: ... “‘ nb
: Ai."' | A =a-nb=nab
- — — — — — — 2 — — — — — — A
: Qts, =1 | A, =a-(L-n)b=(1-n)ab
: A [ @-mp
. . |
s - v v
a

Ulkoinen virtuaalinen tyo:
1 1 1 1
Weet = (5/3& oA p= [gnab+§(1—f7)ab]p =4(3-n7)m*-p

Virtuaalisen tyon yhtalo:

16 3 8
3 sa-g) kN
Wext = _Wint = p= 4 Yl
B-mn) m
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Etsitddn minimi laskemalla p:n arvoja [kN/m?]:

Paatellaan taulukon perusteella: p, ~2,14—- .
m

n\& 0,4 0,5 0,6 0,7
0,4 2,43 2,26 2,22 2,31
0,5 2,38 2,20 2,16 2,25
0,6 2,37 2,19 2,14 2,24
0,7 2,40 2,21 2,16 2,26

KN

Esimerkki 5: Isotrooppinen laattakaista (pitkan suorakaidelaatan keskialue) jota kuor-
mittaa pistekuorma F sen keskialueella. Laatan taysplastinen momentti on m. Méérite-
taan rajakuorma F,.

teigen mekaniikka B, luennot osa 1V
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2
G TR
S
_ o _ % _2
2 ALl L

2 2
W, _—{Z-mgLI+2-(mL+mL)a}

2
=_4 =
m(§+§J

W, =F-1

ext

W,=-W, = F= 4m(z§ + ?J

3—z=4m[1—§i2j=0 = £=v2 = F®=4m(V2+2)=8/2m=~11,31m

Mekanismi (b):

W, =-27(m+m)=—-4zrm
L W, =F-1
2
_ (o) _ ~
W =W, = F”=4rm=~12,57m
L
2
Mekanismi (c):
—_——_—— — T — — — — — — — — — — ~
o % —_— O ‘e
0’ “‘ a)l O.. “
... ““ 0:. “I E
: B 2
. \J F .0 .
: X Py O =03 =
:l/ OW‘ \:
* .: a|a ‘t’ : L
“ :: “‘t 0: 2
¢‘ - " .0
*e * a)3 --— “‘ o’.
T T P T = A4
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W, =—[(27z—4a)-(m+m)+2-mLtana-%]=—4(7r—2a+tana)m, W,=F-1

viuhkat —_—
1&3

W, =-W,, = F=4(r-2a+tana)m

Tutkitaan F:&a laskemalla kertoimen arvoja o.:n funktiona:

o F/m
0 12,57
/16 11,79
/8 11,08
3n/16 10,53
/4 10,28
5n/16 10,70
3n/8 12,79
n/8 21,68

/2 0

Minimiarvo on 10,28 a:n arvolla ©/4. Etsitdén tarkka minimi myos derivoimalla:

d—F=4(—2+
da

NG

2

m=0 = cosa =
cos‘ «

1
—-— =>
J2

= F{ =(27+4)m~10,28m

Vertaamalla eri mekanismeilla saatuja tuloksia paatellaan, etta

F, = Fp(C) =(27 +4)m~10,28m.

Liite A: Matemaattinen huomautus

Tarkkaavaista lukijaa saattaa ihmetyttad, miksi myotoehtoa (26) johdettaessa yhtalon
(24) vasen puoli derivoitiin parametrin « suhteen ja tulos merkittiin nollaksi. Selityk-
seksi tahan tarkastellaan muuttujien x, y, ja z valista yhtaloa

f(x,y,z,a)=0, (A1)

jonka otaksutaan olevan voimassa kaikilla parametrin « arvoilla. Se on siis voimassa
my0s « :narvolla « +dea , jolloin yhtalo on

f(x,y,z,a+da)=0. (A2)
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Koska muutos da otaksutaan differentiaaliseksi, voidaan kirjoittaa

— of of
f(x,y,z,a+da)=f(x,y,z,0) +— (X, ¥,z,a)da =—(X,y,z,a)d e, (A3)
ox ox
Nain yhtalo (A2) perusteella saadaan yhtalo
i(x, y,2,a)=0. (A4)
ox

Jos siis yhtélon (A1) tulee olla voimassa kaikilla parametrin « arvoilla, on myos yhtéa-
I6n (A4) oltava voimassa. Yhtalgista (Al) ja (A4) voidaan nyt, ainakin periaatteessa,
eliminoida parametri « , jolloin saadaan muuttujien x, y, ja z valinen, muotoa

g(X, Y, Z) =0 (A5)

oleva yhtélo.

Liite B: Ehto sille, ettd projektiomenettelya voidaan kaytt&é siséisen virtuaalisen tyon
madrittamiseen kahden laatan osan valisella myotoviivalla

Tarkastellaan laatan osien |I| ja m valistd myo6toviivaa i — . Siséinen virtuaalinen tyo
my0otoviivalla on

Wint,ij =-m; L Cf}si _5’51' . (Bl)

i@ = —myLy “T’ij‘ =-m;L;

Projektiomenettelylld sille saadaan
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osa i 0sa

—
Wi = —M; L'w -m Li} o; =-m; L (@ Cos 3 + @; cos,Bji)

i (B2)
)

=-m; L (o4 + ag) = -m; L (o

+

a)sj

Vastakkaissuuntaiset

Kuva B1: Tilanne, jossa my6toviivan i— j siséiselle virtuaaliselle ty6lle saadaan pro-
jektiomenettelyll& oikea tulos.

Samansuuntaiset

Kuva B2: Tilanne, jossa myotdviivan i— j sisaiselle virtuaaliselle tydlle saadaan pro-
jektiomenettelylla vaara tulos.
Jotta projektiomenettelylla saataisiin oikea tulos ~im’ij =W, ., , tulee olla voimassa ehto

int,ij ?

,

Si

C()SJ-

+

W5 — Oy

. Koska molemmat vektorit @, ja @, ovat myotoviivan suuntai-
sia, ehto on voimassa, jos ne ovat vastakkaissuuntaisia (vrt. kuvat B1 ja B2).

Kuvassa B2 esitetty tilanne, jossa projektiomenettely ei toimi, on k&ytdnndssé varsin
harvinainen. Tavallisimmissa kaytannon probleemissa se antaa oikean tuloksen. Tamén
vuoksi monissa alan oppikirjoissa tarkastelut on tehty pelkastddn projektiomenettelya
kayttaen.
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Liite C: Projektiomenettely ortotrooppiselle laatalle, jonka osien rotaatioakselit ovat
koordinaattiakselien suuntaiset.

Tarkastellaan laatan osia ]ﬂ ja m joiden rotaatioakselit ovat x- ja y-akselien suuntaiset,
sekd niiden valistd myo6toviivaa i— j (kuva C1). Virtuaalisen kulmanmuutoksen suu-
ruudelle mydtoviivalla saadaan

o,

—_ a)sj

1)

Si

+

=04+ 0y = o C0Sa +o;Sina . (C1)

@; :‘wuj‘z si
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Taman yhtéloketjun kolmas yhtadsuuruusmerkki perustuu siihen, ettad tarkastelemme ti-
lannetta, jossa projektiomenettelyd voidaan soveltaa (vrt. liite B). My®6toviivalla i — j on

myos voimassa ehto @, = @, , joten saadaan

nj?

Oy =0, = ®C0sa—o;sina=0. (C2)

Kuva C1: Kaksi laatan osaa, joiden rotaatioakselit ovat koordinaattiakselien suuntaiset,
seké& niiden vélinen myotoviiva.

Yhtalot (C1) ja (C2) muodostavat yhtéloparin, jonka ratkaisuna saadaan

o, =, sina, @, =, Cosa. (C3)

Kéyttéen esitettyd projektiomenettelyd saadaan sisaiselle virtuaaliselle ty6lle myotovii-
valla i— |

W,

int,ij

= r = H —~ i —
=-m Lo, -mLo;, =-m, -L;sina-o;sina—m, -L; cosa - @; cosa )

2 - 2 p— —_—
=—(m, cos” a +m_ sin® a)L; @, =-m;L;@;.

Myaétoviivan sisaiselle virtuaaliselle tydlle saatiin siis kaavaa (28) vastaava oikea tulos.
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