Osa IV: Laattojen myotoviivateoriaa

6. Esimerkkeja rajakuorman méaarittamisesta ja rajamitoituksesta’.
Tehtava 6.1:
Oheista suorakaidelaattaa kuormittaa pistekuorma P kuvan mukaisesti. Sen positiivista

myo6toviivaa vastaava taysplastinen momentti on m ja negatiivista vastaava m’ siten, ettd
m’ = ym. M&drita rajakuorman lauseke.

| a |
_ o
I ]
| |
| | d
b | | I
|
| ®P |
| |
y o e -l
| % : 9 |
Ratkaisu:
a |
_ o L
1 —
d, dy
b o =1
A4 2 dz’
ool
3 d3 "

Sisdinen virtuaalinen tyo:
, 1 o 1
W, =m-b-o,+(m+ma -, +m-b-w, ==m'b~d—+(m+m)a'd—+m'b'd—
1 1 3

S @) 22
d, d, d,
Ulkoinen virtuaalinen tyo:
Wext =P-1
Virtuaalisen tyon periaate:

b a b
W, . =W =P =m—+0+y)—+—1]
ext int P [dl L+7) d2 d3]

! Luentomonisteessa 2005 on lisaa hyvia esimerkkeja tésta aihepiirista.
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Tehtava 6.2:

Tarkastellaan oheista suorakulmaisen kolmion muotoista laattaa, jonka toisiaan vastaan
kohtisuorista reunoista toinen on vapaasti tuettu ja toinen jaykasti Kiinnitetty ja jonka vino
reuna on vapaa. Laatan taysplastinen momentti on m. (a) Laatan vapaalla reunalla etdisyydella
al2 jaykasti kiinnitetysta reunasta vaikuttaa pistekuorma P. Maarité laatan rajakuorma Py .

(b) Laatalla vaikuttaa tasainen kuorma ¢ . Maarita laatan rajakuorma q, . Ohje: Ratkaisuksi
(b) kohdassa riittd4 kokeilemalla saatu rajakuorman likiarvo.

| 2a |
e ——————————————— WA
< N
~o %
~ < % a
~ N
~ @P %\
< b
Kohdan (a) — L ﬁ ¥
Ratkaisu:
@ | 23 |

Laatan osien kiertymat:
1 4 1

2:—:

=—=—, —.
“ 3al4 3a al2 a
Sisdinen virtuaalinen tyo:

a 3 a 4 7 2
Wiy =m—oy +m(a+—-a)w, =mMm—-—+m—a-—=(=+—-)M=—m.
int 2@1 ( 1 )@, 2 3a 2% 3 ( )

Ulkoinen virtuaalinen tyo:
Wey =Pop =P-1=P.

Virtuaalisen tyon periaate:

25
Wext = Wint = |:)p :Em-
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(b) , 2a ,
__________ ——
<= 3
N @ | %
~ N
I i
2a—x>/' \
. . o2 ~ N
Laatan osien kiertymat: > Q*é— = %\
1 2 1 S~ =1 %
o = = y Wy =—. Q™
(2a—x)/2 2a-x X
Sisdinen virtuaalinen tyo:
W = mx er(a+2a—x)w - 2 +m4a—xi_( 2X +4a—x
int “ 2 2a— X 2 X 2a-x 2x
Ulkoinen virtuaalinen tyo:
11 1 5
W =qV, =0-—-—a-2a-1=—-qga”.
ext =0 q q 32 3q
Virtuaalisen tyon periaate:
3, 2x 4a — X 2X 4da—-x, m
Weo =W, = g=— + m=3 + — -
ext int q a2 (2a—x 2% ) (2a—x 2% )a2

Kokeilu:

x/a 05 |06 |07 08|09 |10

qa?/m | 125|111 |103[10 [ 10,1105

Tulos: dp le,Om2
a
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Tehtava 6.3:

Oheisen isotrooppisen suorakaidelaatan keskelld on aukko ja sen taysplastinen momentti on
m. Mé&arité kuinka suuren tasaisen kuorman g laatta kestéa.

2 2
—L —L EL
3 . 3 3 .
_ /I I | | L
e ?/ —
g 3
A
- T L
L ~Q-~ % E
f,-" —_
-
o
V e 7 L
oL | 3
2L 2L 2L
1 1 3 | 3 |
I I | |
r L
3
L L
v 3
L
— —3
Laatan osien rotaatiot:
S S JAPNNE S
ST R T TV E BT
Siséinen virtuaalinen tyo:
-W, —m-ﬂL-a) +m-(L+EL)-a) +m-£L-w +m-(L+EL)-a)
int — 3 1 3 2 3 3 3 4
=m[ﬂL~§+(L+EL)«1+£L-§+(L+EL)-i]zm(4+E+4+E)=13_m
3 L 3 2L 3 L 3 2L 2 2
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—L gL gL
3 3 3 N
| | |
~ 1 7L
Al A A 3
__________ <L
L __ﬁz__ szzl _fz___ 3
L
| =
13 S AN U3
2L ,
I .
Painumanotkon tilavuus:
V:4V1+4V2:4-1-A&-1+4-£-A2-1 4EEL 1L 1+4£EL-1L1
3 2 33 3 23 3

=2
27

Ulkonen virtuaalinen tyo:

Virtuaalisen tyon periaate
W,,, =-W,

int

= —qL2—13 = q, =

351 m
20 12

=17,55—

m
LZ
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Tehtava 6.4:

Madrita myotoviivateoriaa kéyttden oheisen yhdeltd sivultaan jaykésti kiinnitetyn ja muilta
sivuiltaan vapaan, isotrooppisen suorakaidelaatan tasan jakautuneen kuorman q raja-arvo, kun
laatta tukeutuu liséksi vapaasti seindén kuvassa esitetyll& tavalla. Tukilinja seindén otaksutaan
viivamaiseksi. Laatan taysplastinen momentti on m. Tutki erikseen vinoa mydétoviivaa a seka
vaakasuoria myo6toviivoja b ja ¢ vastaavat mekanismit.

N |
N |

Ratkaisu:

(a) Mydétoviiva a:

\d
A
A
A J
.
*
*

L5

a)\%‘ 2

¢ L
25|
_\Nmt:m L_\/g.a):ml__\/g.ﬁzﬁm
2 2 L 2
11L . q
W =gV =g-=-=—. -
— q 3757 12
2
Wext_ Wlnt ﬁzim = q(a)—3omz
12 2 L

h:“
o =1 -

h_ iz L
LJ5/2 J5
1 45
w=—=—
h L
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(b) My6tdviivat b ja c:

L
(1-m)L
1
(()2=
(1-n)L
_Wint =2'm'3—L-a)1+m3—L-a)2 :mS_L. i+ 1 ]:3(2—77)m
2 2 2 L @l 2q-n)
1 3L 3,
W = V: ..... L:_ L
ext q q 2 2 4q
3,122 3@2=-mm 4-2nm
R
4 2(n-1n) n-nt L

g:n minimointi:

dg _d 4—2ﬂm]_—2(77—772)—(1—277)(4—277)m_—4+877—2ﬂzm_0
dp dp n-n* (n—n°) > (p-n?)? L

g:n minimoarvo:

o420 m_ 2Bm | m

T2 2—(2-V2¢ 1 32407 L

Nahdaan siis, etta g = min{q®,q®}=11, 65%
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Tehtava 6.5:

Oheisen suorakaidelaatan yksi reuna on jaykasti kiinnitetty, yksi reuna on vapaasti tuettu ja
kaksi reunaa ovat vapaita. Laattaa kuormittaa tasainen kuorma q ja sen taysplastinen
momentti on m. Maarita laatan rajakuorma g, kayttéen (a) mekanismia, jonka yksi

my0toviiva yhtyy janaan AX, ja (b) mekanismia, jonka myotoviiva yhtyy janaan BC. Ohje:

Kohdan (a) ratkaisuksi riittdd kokeilemalla saatu rajakuorman likiarvo.

| 2a |
1
BOA—
Br\\\ /I
\\\ III
I S |
SN Vi
I Ty /, I a
| == e, ]
Sss |
-
I ’ ‘\\ |
P AR N | B 4
X C
Ratkaisu:
()

Laatan osien virtuaaliset rotaatiot:
wol L
1 a ' 2 éa

Ulkoinen virtuaalinen tyo:
1 1 1
Wext =q 'Vq =q '[gg‘a-a+5(2a—§a)-a] = qaz(l_gg)

Sisainen virtuaalinen tyo:
W, =m-(2a+&a) o +m-a-m, = m(23+§a)1+ma§i: (z+§+§)m
a a

Virtuaalisen tyon periaate:

1
2 -
+§+ég

m
1, &2

Wy =W = Q2= = @£+ = q=
¢
6

Minimointi:
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&105 (06 |07 |08 |09 |0,75

Q | 491 4,74 4,67 |4,67|4,72|4,67

(b)
| 2a |
A
2
].....O :
I 0.0 |
s lp/ T Tteeads '
., |
|/ ~q~ }*."u I
*
I/ Yo, |
L ] |

Yhdenmuotoisista kolmioista saadaan:

h 2a :h:ﬁ

a a5 J5

Laatan osan virtuaalinen rotaatio:

1 5
w=—=—

h 2a

Ulkoinen virtuaalinen tyo:

Siséinen virtuaalinen tyo:
_Wint =m.a\/g.w:m.a\/g.£:§m
2a 2

Virtuaalisen tyon periaate:

1 5 b m
Wee =W,e = gqaz =Em = q( ) =7,5?
Rajakuorma:
9, =min{g®,q¥}= 4,673

a
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Tehtava 6.6:

Oheisen isotrooppisen suorakaidelaatan kaksi sivua on vapaasti tuettuja, yksi on jaykasti
kiinnitetty ja yksi on vapaa. Laattaa kuormittaa tasainen kuorma p ja sen tdysplastinen

momentti on m=4 kN. Maarita plastinen rajakuorma p, kayttaen oheista myGto-kuviota.
Ohje: Voit méérittdd mekanismin muodon kuvaavat parametrit ja rajakuorman likimaaraisesti

kokeilemalla.
|
~p- : b=4m
|
; a=6m .
Ratkaisu:
e = 1
- .
T e, SUPCS A B
. 0.. “‘ |
: .0 ¢‘ I
= 0)1 *0* I —_
:T Q: 5 b
: : | S
. c a)3: d=m)
s - b v
| sa 1-%a
Laatan osien rotaatiot:
1 1 1
W =7 Wy =7 W3=
sa nb (1-%)a

Siséisten voimien virtuaalinen tyo:

2b

Wint = _(Zb ma)l + ama)z + b ma)g) = —m[§_+
a

a b

nb (1-¢)a

4
3¢

1=

3

+—+

2n

2
3(1-¢)
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Sl =1 %

. .... “O I

. .'0. ““ | 7]b

. e, A R | A =a-nb=nab
e —— 4,Q¢L _____ H A4

. Qis, =1 [ A =a-(1-mb=1-n)ab
u u I

: A s | d-m)b

. - |

s - U ¥

[ a |

Ulkoinen virtuaalinen tyo:
1 1 1 1
W = (gAL 1o A Dp= [gnab+§(1—f7)ab]p =4(3-n)m*- p

Virtuaalisen tyon yhtélo:

4 3 2
32 25 3(1-¢&) kN
Wext = _Wint = Pp= 2
3-n m

Etsitddn minimi laskemalla p:n arvoja [kN/m?]:

Iné— | 0405|106 |07 08109

04 3,1512,98 289 (286|287 ]291
0,5 2,98 1280|271 |267 267|270
0,6 293 (2,76 | 2,66 | 2,62 | 2,62 | 2,65
0,7 3,02 12,85 |2,76|2,73]2,73|2,76

Paatellaan taulukon perusteella: p, ~ 2,62k—l\2l :
m
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Tehtava 6.7:

Oheisen isotrooppisen laatan yl&- ja alareuna ovat jaykasti kiinnitetyt, vasen reuna on vapaasti
tuettu ja oikea reuna on vapaa. Laattaa kuormittaa sen symmetria-akselilla vaikuttava tasan
jakautunut viivakuorma g. Kuinka suuren viivakuorman q laatta kestdd, kun laatta on
isotrooppinen ja sen tédysplastinen momentti on m. Tutki mekanismit (a) ja (b). Ohje:
Rajakuorman minimoinnin voi suorittaa kokeilemalla.

(a)
— KIW /Wb
sl I oa ™, :
VL) [ O,

| [
L5a| | : |7 :
| o 1
v. |mf N T

:2%:
Ratkaisu:

Mekanismi (a):

da_ (2-9a
|[«<—>lc—>|
ool
1 §a
1 2
W, =——=—
15a 3a
—Wim=3a-m-a)1+2-4a-m-a)2=3am-i+8am-£:(§+g)m
a 3a ¢ 3

q

19 ~ _
- g -latie-ga-ta-a
fa (2-9a 2 2
|<—l«—>]
W, =gA, =%(4—§)aq
2 3 16.m

Woi = Wi = Q=E(E+?)g
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¢ ga/m

0 o0

05 | 6476

1 [5585

15 |5867

2 |68

0,9 [5501

1,1 [5559

1,05[5552 | = q@ =555
a

Mekanismi (b):

Wext = qu =(a
g, m
Wext = _Wint = Q0= (77+_)_
_na

7 | ga/m

0 o)

05| 16,5

1 9

15] 6,833 = q§;>n=6,8332

q, = min{g®,q®} = 5,5522
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Tehtava 6.8:

Oheisen isotrooppisen laatan yl&- ja alareuna ovat jaykasti kiinnitetyt, vasen reuna on vapaasti
tuettu ja oikea reuna on vapaa. Laattaa kuormittaa vapaalla reunalla vaikuttava tasan
jakautunut viivakuorma g. Kuinka suuren viivakuorman q laatta kestdd, kun laatta on

isotrooppinen ja sen taysplastinen momentti on m. Tutki mekanismit (a) ja (b).

(a)
___V —— =
| 4
| (IS
| 1,5a | "“ I
3a : - - : .:a- ..... l
| 15a| |I :
|
R =By
:2%:
Ratkaisu:
Mekanismi (a):
a (2-¢)a
| «—>|«—>|
oo L
1 §a
1 2
0)2 =
15a 3a
—Wim=3a-m-a)1+2-4a-m-a)2=3am-i+8am-£:(§+g)m
a 3a ¢ 3

| 3a |
| |
W, =0A =a->a=>qa
ext 2 2
2 32.m
Wext __Wint = q_(_+_)_
& 9 a
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& | ga/m
0 o0

0,5 | 7,556
1 |5,555

154,889 m
2 | 4555 | = Oy =4,555—
! a

Mekanismi (b):

W, =2-na-m-w+2-4a-m-w, =277am-2i+8am-i=(77+§)m
a a
q

1§ ~_ __

1
P 3-ma 8 A = @-2ma-1+2-2na-l=(3-n)a

Wext = qA\] =q '(3_77)8-: (3_77)qa

7 | ga/m

0,5 6,6

1 45

1,5 | 4,555

1,1 | 4,406

1,2 | 4370

1,3 | 4385

1,15 ] 4,381

125] 4,371

1,21 | 4,369

122 4369 | = q 4,369
1,23 | 4,370 a

q, =min{g®,q® 3= 4,369
a
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Tehtava 6.9:

Laatan vapaasti tuetun reunan laheisyydessd, etéisyydelld d vaikuttaa pistekuorma P. Osoita,
ettd suurin kuorman arvo, jonka laatta kestaa on

P, =2(z —arctan /ﬂ)(m +m’)+2vmm’,
m

missd m ja m’ ovat positiivisiin ja negatiivisiin myd&toviivoihin liittyvat taysplastisen
momentin arvot. Kdytad kuvan mukaista sortumismekanismia, joka muodostuu viuhkasta ja
kolmiosta ja johon liittyy minimoimalla méardytyva parametri «. Ohje: Tarvitset tangentin
derivointikaavaa d(tan x)/dx =1+ tan® x, joka on saattanut unohtua.

Ratkaisu:

Sisainen virtuaalinen tyo:

1/d
W = (27— 2a)(m+m)+2d tana-m- @ = 2(7 — a)(m+m') + 2mtan &
Ulkoinen virtuaalinen tyo:

Wext =P-1
Virttuaalisen tyon periaate:
Wext = _Wint =

P=2(z—a)(m+m’)+2mtana.
Minimoimalla « :n suhteen saadaan
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j—P =-2(m+m’)+2m(l+tan’a) =0
(24

=

! !

m m
l+tan’a=1+— = tana=,|—.
m m

Nyt saadaan

P =2(x —arctan /m)(m +m’)+2vmm’.
m
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