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1. Johdanto

Laatalla tarkoitetaan tavallisesti kahden yhdensuuntaisen tason rajoittamaa kappaletta, jonka
paksuus on pieni verrattuna ulottuvuuksiin tasojen suunnassa (kuva 1.1). Taso, joka puolittaa
rajoittavien tasojen valisen paksuuden, on laatan keskitaso. Keskitasoa vastaan kohtisuorat
sylinteripinnat muodostavat laatan reunan. Keskitason ja reunan leikkauskayrdd sanotaan laatan
reunaviivaksi. Edelld on kuvattu tasapaksu laatta, jonka paksuus on siis vakio. Jos rajoittavat tasot
eivét ole yhdensuuntaiset tai rajoittavat pinnat ovat kaarevia keskipinnan ollessa kuitenkin taso,
laatta on paksuudeltaan muuttuva. Laatan kuormitus on keskitason normaalin suuntainen, jolloin se
aiheuttaa laatan taipumisen.

\Lhmin
/ lh s T _._._._._._T._._

Kuva 1.1: Laatan mittoja

Laatta on lujuusteknisesti edullinen rakenne-elementti, minka takia niit4 k&ytetddn runsaasti seké
talonrakennustekniikassa (vélipohjat, peruslaatat jne.) etté sillanrakennustekniikassa (kansilaatat).

Laatan geometristen ominaisuuksien ja toimintatavan perusteella on kehitetty erilaisia analysointi-
tapoja. Kuhunkin tyyppiin soveltuvan laskutavan mukaan laatat voidaan jakaa seuraaviin ryhmiin:

laatta analysointitapa
1) PAKSU LAATTA 1) 3-DIMENSIOINEN KIMMOTEORIA
h>L, /5 tai ns. PAKSUN LAATAN TEORIA
2) OHUT, VAHAN TAIPUNUT LAATTA 2) LINEAARINEN LAATTATEORIA
h<L,,/5;W,,<h/5 keskipinnan venym&=0, keskipinta kayristyy
3) OHUT, RUNSAASTI TAIPUNUT LAATTA 3) TAIPUISAN LAATAN TEORIA
h<L,,/5;h/5<w_, <5h keskipinta venyy ja kayristyy
4) KALVO ELI MEMBRAANI 4) KALVOTEORIA

keskipinta venyy ja kéyristyy, mutta laatan
taivutusjaykkyyden merkitys on vahainen

Yksinkertaisin laattateoria, lineaarinen laattateoria eli Kirchhoffin laattateoria patee ohuille
laatoille, joiden taipuma on pieni verrattuna laatan paksuuteen (ks. ryhma 2) ylld). Se on palkkien
teknisen taivutusteorian yleistys kaksiulotteiselle rakenteelle. Seuraavassa tarkastellaan lineaarisen
laattateorian perusasioita.

Laatan materiaalin mukaan puhutaan isotrooppisesta tai anisotrooppisesta tai ortotrooppisesta
laatasta. Sandwich-laatta on rakenteeltaan kerroksellinen pintakerroksien ollessa ohuita ja lujia
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(esim. ohut terdslevy) ja niiden valissé olevan ydinkerroksen kevyt, eristdva eika valttdmatta luja.
Terasbetonilaatta on yleensé ortotrooppinen terdsten sijoittelun takia. Vaikka niiden analysointiin
usein kaytetddn lineaarista laattateoriaa, on tietenkin todettava ettd betonin alhainen vetolujuus
aiheuttaa halkeilua, mik& tekee laatan toiminnan epdlineaariseksi ja lineaarisen teorian tarkasti
ottaen patemattomaksi.

2. Laatan yhtalot karteesisessa koordinaatistossa

Tarkastelemme laatan taivutusta teknisen taivutusteorian eli ns. Kirchhoff laattateorian mukaan.
Tama teoria vastaa palkkien teknistd taivutusteoriaa eli Bernoulli-Euler palkkiteoriaa, jossa
leikkausmuodonmuutoksen vaikutus jatettiin  huomiotta. Palkkien leikkausmuodonmuutoksen
huomioon ottavaa Timoshenko palkkiteoriaa vastaavasti laatoille voidaan myds esittdd ns. Mindlin
laattateoria, jossa leikkausmuodonmuutokset otetaan huomioon. Tallainen teoria on tarpeellinen
esimerkiksi sandwich laattojen yhteydessd. Vaikka Mindlin laattateoria ei vaikeusasteeltaan
juurikaan poikkea Kirchhoff teoriasta, jatamme sen kuitenkin lyhyyden vuoksi tarkastelumme
ulkopuolelle.

Kirchhoff laattateorian perusotaksumat ovat (1) Taipuma on pieni laatan paksuuteen n&hden
w_. <h/5. (2) Keskipinta on neutraalipinta, ts. se ei veny. (3) Keskipinnan normaalit sailyvét

max —
suorina ja kohtisuorassa taipunutta keskipintaa vastaan (Kirchhoff) (vrt. palkkien Bernoullin
hypoteesi). (4) Keskipinnan normaalin suuntainen jannitys o, on pieni muihin jannityksiin
verrattuna.
Kuva 2.1 esittdd laattaa karteesisessa X,y,z-koordinaatistossa. Kuormittamattoman laatan keskitaso
yhtyy x,y-tasoon ja z-akseli on alaspéin. Jakautunut kuorma q(Xx,y) vaikuttaa kohtisuoraan keski-

tasoa vastaa siten, ettd sen positiivinen suunta on alaspain.

X,u

y:v Z’W

Kuva 2.1: Laatta karteesisessa koordinaatistossa: xy-taso yhtyy laatan keskitasoon ja z-akseli
alaspdin.

2.1 Laatan siirtymaotaksuma
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Kun laatta deformoituu, sen keskitason pisteet siirtyvat ja niistd muodostuu laatan keskipinta (kuva
2.2). Laatan keskitason pisteen P: (x,y) pystysiirtyméa kutsutaan laatan taipumaksi ja merkitédén
w(x,y):Ila. Kun laatta deformoituu, sen keskitason normaalin suuntainen materiaalisdie, jota
deformoitumattomassa tilassa esittad jana PQ, siirtyy siten, etté sit4 deformoituneessa tilassa esittaa
jana P'Q’ (kuva 2.2). Kirhhoffin teorian mukaan tdma materiaalisdie séilyy suorana, keskipinnan

normaalin suuntaisena ja sen pituus ei muutu ts. P'Q’ =PQ=z.

h
y @._._._._._IZ _____ P _ _Keskitaso . _ _| > x

heo

Y |

w(x,y)
Keskipinta\\ W =Ww(x,y) +(cosp —1)z
~ W(X,
\,X,\' > (X,Y)
ow
z

. . ow
~— "-u=zsing, xz2p, =7—
Dy OX

Kuva 2.2: Laatan siirtyméotaksuma.

Laatan yleisen pisteen Q: (x,y,z) vaakasiirtymalle u(x,y,z) ja pystysiirtymélle w(x,y,z) saadaan kuvan
2.2 perusteella lausekkeet

u(x,y,z)= —ZM, w(x,Yy,z)=w(x,Y).
X

Suorittamalla vastaavanlainen tarkastelu y,z-tason suuntaisessa leikkauksessa saataisiin lisaksi
pisteen Q: (x,y,z) vaakasiirtymaélle v(x,y,z) lauseke

OW(X, y)

v(x,y,2)=-2
(X,Y,2) oy

Né&in olemme saaneet laatan siirtyméotaksuman lausekkeet

u(x,y,z)=-z , W(X,Y,2) =w(X,Y). (2.1)

w, V(X,y,2) =~z

ow(x, y)
o

Ne ilmaisevat laatan yleisen pisteen (x,y,z) siirtymat u, v ja w taipuman w(x,y) avulla lausuttuina.
Néin laatan siirtymadtila on voitu esittdd kolmen funktion u(x,y,z), v(x,y,z) ja w(x,y,z) sijasta yhden
funktion w(x,y) avulla.
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2.2 Laatan muodonmuutokset

Kéyttamalla kiintedn aineen muodonmuutosten ja siirtymien vélisid yhteyksia saadaan nyt

ou 0w ov o%w ow
Ex=—_—="l_—%,6y=—=-1—, &=—-=0,
ox ox? oy oy o1
ou  ov o%w o ow ow  ou
Yy =t == 27—, Yy =—+—=0, yu=—+—=0.
oy Ox oxoy oz oy ox oz
Laatan nollasta eroavat muodonmuutokset ovat siis
Ex=IKy, &y =1IK,, ¥, =2IK,,, (2.3)
missa
2 2 2
sz—a—\;v, Ky:_a_\;v, /(Xyz—a—w. (2.4)
O oy Oxay

Suureita x, ja &, kutsutaan laatan kayristymiksi ja suuretta x,, vadantyméaksi. Kaavan (2.4)

mukaan ne ovat taipuman toisia osittaisderivaattoja miinusmerkkisina. Kaavat (2.3) ilmaisevat, etta
laatan venymat ¢,, ¢, ja liukuma y,, ovat suoraan verrannollisia etdisyyteen z keskipinnasta

verrannollisuuskertoimien ollessa x, , ' ja 2x,, .

Kayristymien ja vdadntyman geometrisen merkityksen havainnollistamiseksi tarkastellaan vakio
kayristymia ja vaantymaa x, , xy Ja iy, vastaavaa laatan taipumaa. Sen lauseke on muotoa

1 1
w(X,Y) = W +¢2X+(P8y_EKxX2 —nyXY—EKyyz,

missé wg, (09( ja go?, ovat taipuman ja kiertymén arvot origossa. (Tulos voidaan todentaa helposti

derivoimalla). Jos nyt «, =« =&, =0, on deformoituneen laatan keskipinta taso, vrt. kuva 2.3a

y
seuraavalla sivulla. Jos kayristyma x, = 0, on keskipinta x-akselin suunnassa kayré, vrt. kuva

2.3b. Jos kayristyma x, #0, on keskipinta y-akselin suunnassa kayra, vrt. kuva 2.3c. Jos
vaantyma x,, = 0, on keskipinta vaantynyt, vrt. kuva 2.3d.
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(€ xy#0, ky =Ky =0

Kuva 2.3: Kéayristymien ja vadntyman geometrinen merkitys
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2.3 Laatan jannitysresultantit

Vastaavaan tapaan kuin palkeille ja kehille, my6s laatalle maaritellaén jannitysresultantteja. Laatan
jannitysresultantit madritetadn kuitenkin pituutta kohti laskettuina voima- ja momenttisuureina.

(@) (b)
o Aydz s N, Ay Lo M Ay
E‘@:-_-%-_ dz O X AYUZo— oy 7
| |
I | | I
ISR ISR
7 z
(c) (d)
7y AYdZ //' Ny Ay 7y Aydz 2 My Ay
- x dz —=0l"__dz
| |
I I | I
&Y, &Y,
7 z
(e)
z,,Aydz / QcAy
y e ..... —— . z Z_ . o—— X
I_ s 4
N
s
z

Kuva 2.4: Laatan jannitysresultanttien maérittely

Tarkastellaan aluksi x-akselia vastaan kohtisuoraan pintaan liittyvia jannitysresultantteja (kuva 2.4).
Normaalivoima N, maaritelladn normaalijannityksen o, (y-akselin suuntaista pituutta kohti

laskettuna) resultanttina (kuva 2.4a). Jos pituus Ay on pieni, saadaan kuvan varjostettuun pinta-
alkioon Aydz vaikuttavan normaalijannityksen o, resultantiksi dN,Ay = o, Aydz. Integroimalla
tdmé laatan paksuuden yli saadaan
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h/2 h/2
N, Ay = Jaxdsz = Ny = jaxdz.
~h/2 ~h/2

Taivutusmomentti M, maaritelldan normaalijannityksen o, (y-akselin suuntaista pituutta kohti

laskettuna) resultoivana momenttina ko. kuhdassa keskitasossa olevan y-akselin suuntaisen
akselin  suhteen (kuva 2.4b). Kuvan varjostettuun pinta-alkioon Aydz vaikuttavan

normaalijannityksen o, momentiksi saadaan dM,Ay = o,Aydz-z ja integroimalla tdma laatan
paksuuden yli saadaan

h/2 h/2
M, Ay = Jaxzdsz = M, = Jaxzdz.
~h/2 ~h/2

Leikkausvoima N,, madritellaan leikkausjannityksen z,, (y-akselin suuntaista pituutta kohti

laskettuna) resultanttina (kuva 2.4c). Kuvan varjostettuun pinta-alkioon Aydz vaikuttavan
leikkausjannityksen z,, resultantiksi saadaan dN, Ay =7, Aydz ja integroimalla tama laatan

paksuuden yli saadaan

h/2 h/2
Ny Ay = J.rxydsz = Ny = Irxydz.
~h/2 ~h/2

vaantomomentti M,, madritellaan leikkausjannityksen z,, (y-akselin suuntaista pituutta kohti

laskettuna) resultoivana momenttina ko. kohdassa keskitasossa olevan x-akselin suuntaisen
akselin suhteen (kuva 2.4d). Kuvan varjostettuun pinta-alkioon Aydz vaikuttavan

leikkausjannityksen z,, momentiksi saadaan dM, Ay = 7, Aydz-z ja integroimalla tama laatan
paksuuden yli saadaan

h/2 h/2
M,y Ay = jrxyzdsz = My = J.rxyzdz.
~h/2 ~h/2

Leikkausvoima Q, maaritellaan leikkausjannityksen z,, (y-akselin suuntaista pituutta kohti
laskettuna) resultanttina (kuva 2.4e). Kuvan varjostettuun pinta-alkioon Aydz vaikuttavan
leikkausjannityksen z,, resultantiksi saadaan dQ,Ay = r,,Aydz ja integroimalla tdmé& laatan
paksuuden yli saadaan

h/2 h/2

QuAy = erzdsz = Qy = J.rxzdz.
~h/2 ~h/2

Vastaavalla tavalla voidaan maddritelld y-akselia vastaan kohtisuoraan pintaan liittyvéat
jannitysresultantit Ny, My, Ny, My, jaQy.

Laatan normaalivoimien N, ja N, (per pituusyksikko) ja leikkausvoimien N,, ja Ny, (per
pituusyksikko) maarittelykaavat ovat siis
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h/2 h/2 h/2 h/2
Ny = [oydz, Ny= [oydz, Ny =Ny = [rydz= [rydz (2.5)
-h/2 -h/2 -h/2 —h/2

Niitd on havainnollistettu kuvassa 2.5.

® X

Kuva 2.5: Kalvovoimat, jotka havidvat tavanomaisessa lineaarisessa laattateoriassa.

Niit4 on havainnollistettu kuvassa 2.5. Nama jannitysresultantit, ns. kalvovoimat aiheutuvat laatan
tason suuntaisista voimista. Jos laattaan ei kohdistu sen tason suuntaisia kuormia ja jos se on tuettu
siten, ettd se laatan tason suuntaiset muodonmuutokset padsevat vapaasti tapahtumaan, ndama
kalvovoimat haviavat, ts.

N, =N, =Ny =N, =0. (2.6)

Tama on tavanomainen lineaarisessa laattateoriassa tehtdvé oletus. Se ei kuitenkaan ole voimassa
ns. levyissa, joilla ymmaérretddn levymdisia rakenteita, joita kuormittaa pelkéstdéan levyn
keskitasossa vaikuttava sen suuntainen kuormitus. Oletus ei myodsk&&n ole voimassa runsaasti
taipuvissa laatoissa (vrt. alussa esitetyn luokittelun kohta 3) ja ns. levykuorissa, jotka ovat
levymadisista osista koostuvia avaruusrakenteita. Seuraavassa rajoitutaan tavanomaiseen
lineaariseen laattateoriaan, jossa ehdot (2.6) ovat voimassa.

Laatan taivutusmomenttien M,, M, (per pituusyksikko) ja vaantdomomenttien M,,, M, (per
pituusyksikkd) madrittelykaavat ovat

h/2 h/2 h/2 h/2
M, = J.axzdz, My = J.ayzdz, My = My, = eryzdz = erxzdz (2.7
~h/2 ~h/2 ~h/2 ~h/2

ja leikkausvoimien Q, ja Q, (per pituusyksikkd) maarittelykaavat ovat

h/2 h/2
Q= [relz, Q= [ry,dz| (2.8)
-h/2 -h/2

Niitd on havainnollistettu kuvassa 2.6.
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Kuva 2.6: Laatan jannitysresultantit

Laatan taivutusmomenttien dimensio on siis momentti per pituus (eli voima) ja leikkausvoimien
dimensio on voima per pituus.

Laatan jannitysresultanttien positiiviset suunnat pinnoilla, joiden (ulkoisten) normaalien suunnat
yhtyvat koordinaattiakselien positiivisiin suuntiin, selviavat kuvasta 2.6. Taivutusmomentti M,

(My) on positiivinen, kun sita vastaava normaalijannitys o, (o) on laatan alapinnalla (=
positiivinen pinta) vetoa. Vaantomomentti M,, (M,,) on positiivinen, kun sitd vastaava
leikkausjannitys z,, (z,4) on laatan alapinnalla y-akselin (x-akselin) positiiviseen suuntaan.
Laatan leikkausvoimat Q, ja Q, ovat positiivisia alaspain (positiiviseen suuntaan). Laatan

jannitysresultanttien positiiviset suunnat pinnoilla, joiden (ulkoisten) normaalien suunnat yhtyvat
koordinaattiakselien negatiivisiin suuntiin, ovat pdinvastaiset. Niitd ei ole esitetty kuvassa 2.6.
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2.4 Laatan jannitysresultanttien tasapainoyhtalt

Seuraavassa tarkastellaan differentiaalisen suorakaiteen muotoisen laatan osan (kuva 2.7)
tasapainoa:

(@) (b
Z Z
& X ® X
dx | dx |
Q
_ @y Qy MyX
M ®
oQ ~ X
dy Qx® ®q R Q) + axx dx A q 0 +6QX dx
dy | Q[ ® X ox
® B
v oM
Q +&dy 6 yd Mx+ aXXdX
y =y
y oy Qy + o v
y
oM
() My, + ayyx dy
z
X X
| dx |
Qy My
—_— [.: a
My & Cloo+ (SX dx
dy| T g 9 R X
Qx GMXy
v M,y + p dx
oM 0
My +—2dy Qy +&dy
y oy oy

Kuva 2.7: Laatan tasapainoehdot

Muodostetaan ensiksi alkion voimatasapainoyhtal6 z-akselin suunnassa. Kuvan 2.7a perusteella
saadaan

é)Qx aQy
-Q, dy +(Q, +—>"dx)dy-Q, dx+(Q, + dy)dx+qdxdy =0
X ay
o
= (ﬁQX+&+q)dXdy=O
OX
oQ, 99
-+ +q=0 2.9
= | 5 Jy q (2.9)
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Muodostetaan toiseksi alkion momenttitasapaino y-akselin suuntaisen akselin AB ympadri. Kuvan
2.7b perusteella saadaan

oM,
X

oM
-M_ dy+(M, + dx)dy—Myxdx+(Myx+0,)—ydey)dx

—(Q, +&dx)dy-dx—qudy-%:0
IX 2

~0
oM 2 G
(5 MX+ yX—Qx—aQX dx—q«%)dxdyzo
O X oy O X 2
oM, OM,,
L+ -Q, =0 2.10
= 1ox oy Q (2.10)

Muodostetaan kolmanneksi alkion momenttitasapaino x-akselin suuntaisen akselin AC ympéri.
Kuvan 2.7c perusteella saadaan

oM, oM,
M, dx—(M, + oy dy)dx+M,, dy—(MXy+7dx)dy

’
+(Q, + 2 dy)dx~dy+qudy-ﬂ= 0
oy 2
o ol
oM, M 2Q, ~
= (- L 2~ +Q, + dey+q«ﬂ)dxdy=0
oy O X oy 2
My My =0 2.11
“Tox oy 9T (211)

Yhtalot (2.9)-(2.11) ovat laatan tasapainoyhtalot. Ratkaisemalla leikkausvoimat Q, ja Q, yhtaldista
(2.10) ja (2.11) ja sijoittamalla ne yht&lo6n (2.9) saadaan

Xy

AM, M, M,
> +2 + >
O X oxey oy

+q=0 (2.12)

Tamd on laatan momenttien tasapainoyhtdld. Tassd yhtélossa on kolme tuntematonta
taivutusmomentit M, ja M, seka vaantomomentti M, . Tasapainoyhtdld (2.12) ei siis

sellaisenaan riitd laattaprobleeman ratkaisemiseen. Voimme tdman vuoksi todeta, ettd
laattaprobleema on taten aina staattisesti madradmaton.
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2.5 Jannitysresultanttien ja laatan keskipinnan muodonmuutosten yhteydet

Tarkastellaan homogeenisesta, isotrooppisesta materiaalista tehtyd laattaa, jota kuormittaa
pelkkd mekaaninen kuormitus. Hooken lain mukaan laatan muodonmuutosten ja jannitysten
valilla ovat voimassa (mm.) seuraavat yhteydet

_ 2(1+v)

v Xy E z—><y '

1 1
& =E(crX —-vo,-Vvo,), &, =E(ay —vo, —Vvo,),

Laattateorian otaksuman o, = 0 perusteella saavat nama yhtalét muodon

1 1 2(1+v
Ex =E(O'X —voy), &y =E(0y —VOy), ¥y =%rxy.

Nama yhtaldt lausuvat laatan yleisen pisteen muodonmuutokset ¢, ¢y ja y, jannitysten o, oy
Ja 7,y avulla. Ratkaisemalla niista jannitykset muodonmuutosten avulla saadaan

o —L(g +ve,), o _L(E +vey), T __E
S T e A T O T V)ny-
Kayttamalla yhteyksié (2.3) saadaan ndisté
Ez Ez Ez
oy, =——(kK,+vky), oy =——>(K, +tVKy), Tyw="—"Ky. 2.13
X 1_]/2( X y) y 1_ ]/2( y X) Xy (1+V) Xy ( )

Sijoittamalla ndma jannitysten lausekkeet ensin normaalivoimien N, ja N, seka leikkausvoiman
N,y lausekkeisiin (2.5) saadaan

E h/2 E h/2 E h/2
Ny =— (cx +vicy) [2dz=0, Ny =——(xcy +vicy) [2d2=0, Ny =—— [zdz=0.
1-v ~hr2 1-v ~hr2 1Y i

N&in vahvistettiin yhtalosséd (2.6) esitetty vaite. Sijoittamalla j&nnitykset (2.13) sitten
taivutusmomenttien M, ja M, seka vaantomomentin M,, lausekkeisiin (2.7) saadaan

hé/12
h/2 3
M, = E > (K, +VvK,) _[ 22d2=iz(1<x+wcy),
1-v o 12(1-v7)
h®/12
E h/2 ] he
M, =——(x,+vk 2°dz=——(x, +vx,),
= )j Ty )
hé/12
h/2 3
My, =M, =—rxK, I ZZdZ:LKW.
1+v 7 4, 12(1+v)
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eli

My = D(ky + viky),
My = D(xy +viy), (2.14)
My = DA-v)xyy,

missa

Enh3

Lausekkeet (2.14) ovat laatan taivutusmomenttien ja vaantdmomentin sek@ kayristymien ja
vaantymén yhteydet. Suuretta D kutsutaan laatan taivutusjaykkyydeksi. Yhteydet (2.14)
esitetddn usein myos matriisimuodossa seuraavasti

{M} =[DKx}, (2.16)
missa
M, Ky 1 v 0
{M}={M, t {k}=1x, (. [DI=D|v 1 0 |. (2.17)
M,y 2K yy 0 0 1=V

{M} on taivutusmomenttien ja vaantdmomentin muodostama pystyvektori, {«} on kadyristymien ja

vaantyman muodostama pystyvektori ja [D] on ao. matriisi. (Seikka, ettd pystyvektorissa x
viimeisena alkiona on termi 2x,, termin «,, sijasta, johtuu siita, etta pystyvektorit {M} ja {x} on

haluttu valita sellaisiksi, ettd laatan muodonmuutosty6lld pintayksikkoa kohti U, on yksinkertainen
lauseke Uy =1/ 2{x}" {M}.)
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2.6 Jannitysresultanttien ja taipuman yhteydet

Sijoittamalla k&yristymien ja vaantyman lausekkeet (2.4) momenttien lausekkeisiin (2.14) saadaan

2 2
M, =D 4 EWy,
OX oy
o’w o%w
M, =D+ vZD), 2.18
y oy?  ox? (2.18)
0w
M,, =-D(0- .
Xy 1-v) oxdy

Ratkaisemalla tasapainoyhtaloisté (2.10) ja (2.11) leikkausvoimat ja sijoittamalla niithin momenttien

lausekkeet (2.18) saadaan

oM, M 0 ’w  o*w. o ?w o o°w  o%w
Q =—2+—>=—[-D( +v—)]+—[-D- V)= —]=-D_— (5 +—)
OX oy OX OX oy oy oxoy OX ~ ox oy
M, M, ?w, 9 o’w 0w o o°w 0w
Qy=—+—>=—[-DU-V)——]+—[-D(c— +v—)]=-D— (5 +—),
OX oy  OX oxoy~ oy ox oy oy ox° oy
eli
B
Qx:_D&(AW%
5 (2.19)
=-D—(Aw),
Qy ay( )
missd on kaytetty operaattoria
? o
A== t—| 2.20
ox2  oy? (2.20)

2.7 Laatan taipuman differentiaaliyhtalo

Sijoittamalla leikkausvoimien ja taipuman yhteydet (2.19) tasapainoyhtaldon (2.9) saadaan

0 0 0 0 02 0°
2D (AW)] + —[-D— (Aw -0 — D[Z— (AW) + —— (AW -0
ax[ ax( )]+ay[ ay( +4q = [ze( )+6y2( )+4q

— —DA(AW)+q=0 = - DA’w+q=0.

Saatiin siis
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A’w=-, alueessa A (2.21a)

Ule

eli

4 4 4
0 \iv+ 62 WZ + 0 \iv = i, alueessa A|. (2.21b)
ox ox“oyc oy* D

Tama on homogeenisen, isotrooppisen laatan taipuman differentiaaliyhtalo.

2.8 Jannitysten ja jannitysresultanttien yhteydet

Yhteyksista (2.14) ja (2.15) seuraa

M, 12M, 112

Ky +VKy = D - o3 E

My 12M, 1-,2

Ky+VKy = = ,
D h3 E

_ My _12Mxy 1+v
Kyy = — = 3 :
D(1-v) h E

Sijoittamalla nama normaalijannitysten o, ja o seka leikkausjannityksen z,, lausekkeisiin
(2.13) saadaan

—12sz _12My

“12m,,
he Oy h3 = z

= (2.22)

Oy Z, Ty

Nama ovat homogeenisen, isotrooppisen laatan jannitysten o, oy ja 7, lausekkeet vastaavien
jannitysresultanttien M,, My ja M, avulla lausuttuina.

Leikkausjannitysten z,, ja z,, seka leikkausvoimien Q, ja Q, yhteyksien maarittamiseksi

joudumme soveltamaan kolmidimensioisen kappaleen x-akselin suuntaista tasapainoyhtalod, joka
kuuluu

doy + 07 xy + 07y,
OX oy oz

+f, =0

Laattateoriassa tilavuusvoiman f, otaksutaan haviavan, joten ylldolevasta yhtélosta seuraa

67)(2 __60')( _aTxy

0z OX oy

ja yhtéldiden (2.22) ja (2.10) perusteella edelleen
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0ty _ 12(a|\/| +8Mxy)z_ 12Q,
oz h3 " ox oy h3

Integroimalla saadaan tasta
6Q

Txe =~ hXZ+f(Xy)

Koska laatan ylé- ja alapinnalla ei ole ulkoista, laatan pinnan suuntaista, jakautunutta kuormitusta,
saadaan ehto z,,(X,y,xh/2) =0. Tast4 reunaehdosta seuraa

joten leikkausjannitykselle z,, saadaan tulos
3
-3y,

Vastaavalla tarkastelulla saadaan tulos my®s leikkausjannitykselle 7, ja leikkausjannitysten z,,
ja 7, seka leikkausvoimien Q, ja Q, yhteydet lopullisessa muodossaan ovat nain

3QX[—( 21,

(2.23)
3Qy[ (22) !

Kuvassa 2.8 on pyritty havainnollistamaan laatan jannityskomponenttien ja jannitysresultanttien
vélisia yhteyksia kaavojen (2.22) ja (2.23) pohjalta. Normaalijannitykset o, ja o, seka laatan

keskitason suuntaiset leikkausjannitykset z,, ja 7, jakautuvat lineaarisesti laatan paksuuden yli
(vrt. kuvat 2.8 (a) ja (b)). Laatan keskitasoa vastaan kohtisuorat leikkausjannitykset z,, ja 7,
sensijaan jakautuvat parabolisesti siten, ettd ne laatan ala- ja ylapinnalla havidvat.
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(@)

X
y 7
M
_.<.L ..... { k.o-)(
Z 7 Mx'
Oy
(b)
X
y 1M
x Tyx ) =
I | N -V
z M /7 f
yX'/ Txy
(c)
X
T
y o Xz
Tyz
KW
z I
\/
1 QX

Kuva 2.8: Laatan jannityskomponentit ja jannitysresultantit

Rak-54.111 Rakenteiden mekaniiikka B, luennot osa I11 297



Tarkastellaan lopuksi analogiaa palkin ja laatan jannitysjakautuminen valilla. Ajatellaan ykkosen
levyisté laattakaistaletta palkkina (kuva 2.9a). Palkin normaalijannityksen o = o, lauseke kuvan

merkinndin on

_mz
e

O

Nyton M =M, -1=M,, | =l~h3/12=h3/12,joten saadaan

12M,
Oy =——751
h
miké& on juuri laatan normaalijannityksen lauseke (2.22a). Palkin leikkausjannityksen 7 =z,
lauseke on

_

Txz = b
Nyton b=1, Q=0Q, -1=Q, jakuvan 2.9b perusteella

LI R 20
S—l-(2 7) > —8[1 (h)],

joten saadaan

h2 2Z.»
Qg -1
3
h
12

3 Qx 22,
> BE7)

z-XZ

mika on juuri laatan leikkausjannityksen lauseke (2.23a).

@ ) (b :%I
® h
y —_—o) — — -4
ST ) M L,
—(z+7) T E/—/—J .V
2 2 A h
y ——z
z

z

Kuva 2.9: Ykkdsen levyinen laattakaista palkkina

Rak-54.111 Rakenteiden mekaniiikka B, luennot osa I11 298



2.9 Laatan jannitysresultantit koordinaatiston kierrossa

Tarkastellaan laatan leikkauspintaa, jonka normaali muodostaa kulman « x-akselin suhteen ja
johon on liitetty suorakulmainen n,s-koordinaatisto kuvan 2.10 mukaisesti. Madritetdan pinnan

jannitysresultantit Q,, M, ja M.

z

& > X

dx = dssina,
M yxdx dy =dscosa.

Qydx

Kuva 2.10: Kolmiomainen laatta-alkio ja siihen vaikuttavat jannitysresultantit.

Tarkastellaan kuvan 2.10 kolmiomaista laatta-alkiota. Muodostamalla alkion z-akselin suuntainen
tasapainoehto saadaan

~0
——

Qnds — Q,dy — Qydx —%qudy =0 = (Q, —Qycosa—Qysina)ds =0

= Qy =Qxcosa+Q, sina.

Muodostamalla momenttitasapainoyhtalo alkion vinoon reunaan yhtyvan akselin suhteen saadaan

Mjds— M,dycosa — Mydxsina — M, dysina — M, dxcosa

~0d ~0d 1 . d
y . X X
—Qxdy-?sma - dex-?cow —Equdy-?cow =0

= (M, - chosza— Mysin2a—ZMxysinacosa)ds=0,

= M, = M, cos” &+ My sin® & + 2M,, sina cosa.

Muodostamalla vastaavasti momenttitasapainoyhtalé normaalin suuntaisen akselin suhteen
saataisiin

Rak-54.111 Rakenteiden mekaniiikka B, luennot osa I11 299



M, =(M,—M,)sinacosa+M, (cos’ a—sin’ a).

Saadut tulokset koottuna ovat ndin: Leikkausvoiman yhtalo:

Qn =Qycosa +Qy sina. (2.24)

Taivutusmomentin ja vdantdmomentin yhtalot:

M, =M, cos’a+M, sin’a+2M,, sinacosa, (2.25)
M, =(M,—M,)sinacosa+M, (cos’ a—sin’ a). '

2.10 Laatan paamomentit ja paasuunnat

Kaavan (2.25) havaitaan olevan analoginen tasojannitystilan jannityskomponenttien lausekkeiden

o,=0,c08’a+o,sin’a+2r, sinacosa, 2.26)
7, = (o, —0,)sinacosa +,,(cos’ a —sin” ).

kanssa. Tassa analogiassa on seuraavat vastaavuudet o, = M, 7, =M, ,04 = M,, oy = My ja

A

Tyy = My, . Tdman analogian perusteella voidaan ottaa suoraan kaytt6on seuraavia tuloksia. Laatan
padmomenteille saadaan kaavat

2
M) My+M, [(M,-M, )
= = +M 2.27
MZ} 5 . 2 (227)

ja paasuunnille kaavat

a; = arctanu, (i=12), (2.28)
Mxy

(vrt. kuva 2.11). Padmomentti M, on suurin ja paddmomentti M, on pienin taivutusmomentti
tarkasteltavassa laatan pisteessa P, ts.

‘Mn,max = I\/Il, I\/In,min = MZ- (2.29)

Analogian pohjalta tieddmme myds, ettd padmomentteja vastaavilla pinnoilla vaantdmomentti
M, haviaa.
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(@)

Kuva 2.11: Laatan pddmomentit.

2.11 Laatan suurin vaantdmomentti ja vastaava taivutusmomnetti.

Samaan analogiaan perustuen saadaan suurimmalle vaantomomentille M ja sitd vastaavalle
taivutusmomentille M, kaavat

M,-M M, -M M,+M, M, +M
M g o = — 2:\/( > y)wfy, M et = 1; P (230)

Ao. pintojen normaalien suunnat muodostavat 45° kulman péaasuuntien kanssa, vrt. kuva 2.12.

®Z X
P oo ___
/ j051+450
P Mn,vast
S Mns,max
y
n

Kuva 2.12: Laatan suurin vaantdomomentti
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3. Laatan yhtalot sylinterikoordinaatistossa
3.1 Laatan siirtyméaotaksuma sylinterikoordinaatistossa

Sylinterikoordinaatistossa r,¢, z laatan siirtymdotaksuma (2.1) saa muodon

u(r,¢,z)=—zM1 V(r,¢,2)= 18W(r ¢)

e P , W(r,¢,z)=w(r,¢),| (3.1)

missé séteen (r), tangentin (¢) ja laatan paksuuden (z) suuntaisille siirtymakompo-
nenteille k&ytetd&n symboleja u, v, w ja w(r,¢#) on taipuma.

3.2 Laatan muodonmuutokset sylinterikoordinaatistossa

Kontinuumimekaniikan kurssissa johdettiin kiintedn aineen muodonmuutosten ja
siirtymien yhteydet sylinterikoordinaatistossa ja ne kuuluvat

ou lov u ow

gr:—, g¢:—— —, gZ:_’
or rog r 0z (32)
v lau v ~low  ov _ou  ow '

Yy mee— A —, Yy m—t—.
"o reg v T v ag e T o ar

Sijoittamalla siirtymien lausekkeet (3.1) néihin saadaan nollasta eroaville muodon-
muutoskomponenteille tulokset

& =IK,, &,=1K; Yy, =2IKy, (3.3)
missé
o° low 1 67 0 ,1ow
K== v2v Ky :_____Z_V;l’ Keg === (=27)- (3.4)
or ror r°og or ro¢g

3.3 Laatan jannitysresultantit sylinterikoordinaatistossa

Laatan jannitysresultantit sylinterikoordinaatostossa madaritellddn vastaavaan tapaan
kuin karteesisessa koordinaatistossa. Laatan taivutusmomenttien M, M, (per

pituusyksikko) ja vaantomomenttien M, ,, M, (per pituusyksikko) madrittelykaavat
ovat

h/2 h/2 h/2 hi2
M, = j c.zdz, M, = I o,2dz, M, =M, = j 7,202 = .[ r,2dz| (3.5)
—~h/2 -h/2 -h/2 -h/2

ja leikkausvoimien Q, ja Q, (per pituusyksikkd) madrittelykaavat ovat
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h/2 h/2
Q, = j .0z, Q= j 7,,0z| (3.6)
-h/2 -h/2

Niitd on havainnollistettu kuvassa 3.1.

X

[Q,r +Mdr]d¢
or

Kuva 3.2: Laatta-alkioon vaikuttavat z-akselin suntaiset voimat sylinterikoordinaatis-
tossa.
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3.4 Laatan tasapainoyhtélot sylinterikoordinaatistossa

Seuraavaksi muodostetaan tasapainoyhtélot. Kuvan 3.2 perusteella saadaan laatta-
alkion z-akselin suuntaiseksi voimatasapainoyhtaloksi

Q-2 arlag Qg +(Q, + T dg)or-Qr —qdmag=0 ()

josta seuraa edelleen

o(Qr) . Q) |
[—— P 6¢ +qr]drd¢ 0 = o 8¢ —~2 4+qr=0 (3.8)
M. rdg¢
dr
Q,dr
rd¢ N M, dr
o(Qr)
Q.rdg [Q,r+ P dr]d¢
‘Y‘[Mww—a(M“jr) drldg
(M +8M“’d )dr \ i
‘T o ¢ [M,r+%dr]d¢

Kuva 3.3: Laatta-alkioon vaikuttavat voimat ja momentit sylinterikoordinaatis-
tossa, jotka aiheuttavat momenttia pisteiden A ja B kautta kulkevan
akselin suhteen.

Kuvan 3.3 perusteella saadaan laatta-alkion momenttitasapainoyhtéloksi pisteiden A
ja B kautta kulkevan akselin suhteen
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rd¢

Q,dr-rdg—[Q, r+a(Q " drdg- rd¢+Q rdg- qdrrd¢~rd7¢

~1 6M¢ : ~d¢
+M,dr-cos(dg)— (M, +Wd¢)dr— M, dr-sin(dg)
P . oM st (3.9)
M,¢rd¢-cosd7¢—[Mr¢r +%dr]d¢-cosd7¢

~dg/2 ~dg/2
f_M f_M

—M,rd¢-sin OI¢+[M r+ a(l(\; r)dr]d¢ sin d2¢ 0,
josta seuraa edelleen

M, oM, d¢ LY. 2+?6(h;;r)]drd¢=0

r— - r—————qr
[, o¢ o or 2 or 2 a
N (3.10)
o(M,,r) oM, o(M,,I) oM,
——+M, +—=-Q,rldrd¢=0 = ——+M, +—=-Q,r=0.
[ ar ogr a¢ Q¢ ] ¢ ar gr a¢ Q¢

Vastaavaan tapaan voidaan muodostaa laatta-alkion momenttitasapainoyhtélo
pisteiden A ja C kautta (kuva 3.3) kulkevan akselin suhteen. Yhdistamalla tulokset,
saadaan laatan tasapainoyhtaldiksi sylinterikoordinaatistossa

AN, Qo
or a¢
oM
M+—””—M¢—Q,r:0, (3.11)
or | o
o(M_r) oM
M), M, M, —Q,r=0.
o o

3.5 Laatan momenttien ja keskipinnan muodonmuutosten valiset yhteydet sylin-
terikoordinaatistossa

Laatan momenttien M, , M, ja M, ja keskipinnan muodonmuutosten «,, x, ja «,,

valiset yhteydet saadaan vastaavaan tapaan kuin karteesisessa koordinaatistossa.
Niille saadaan

M, = D(x, +vk,),
M, = D(x, +vk,), (3.12)
M, (=M, )=DL-v)x,.
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3.6 Laatan jannitysresultanttien ja taipuman yhteydet sylinterikoordinaatistossa

Sijoittamalla ndihin keskipinnan muodonmuutosten ja taipuman yhteydet (3.4), saa-
daan momenttien ja taipuman yhteyksiksi

62W 1ow 1 d*w
+v +
ror r’og
low 1 82 o*w
R i
ror a¢ or

M, (=M, )=-D@- )3(1@)

M, =

) (3.13)

Ratkaisemalla momenttitasapainoyhtaldistd (3.11) leikkausvoimat ja sijoittamalla
niihin momenttien lausekeet (3.13) saadaan leikkausvoimien ja taipuman yhteyksiksi

Qr = _D@!
r
10(Aw) (3.14)
Q,=-D-=—2,
r o¢
missa on kéytetty selkeyden vuoksi operaattoria
2 2
AN R S, (3.15)
8r ror r°og

3.7 Laatan taipuman differentiaaliyhtal6 sylinterikoordinaatistossa

Sijoittamalla ndmé leikkausvoimien lausekkeet z-akaselin suuntaiseen tasapaino-
yhtéldon (3.11) saadaan

- (2 a0 (316)

d
P ot 04

Olettamalla laatta tasajaykaksi ( D = vakio ) saadaan téstéa

0°Aw 18AW 1 9*°Aw

P T T o) (3.17)
jaedelleen
(3.18)
missa
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2 2 2
ar r’ 0¢*" or? r or r? o¢?

(3.19)

3.8 Pyorahdyssymmetrisesti kuormitettu ympyréa- tai ympyrarengaslaatta

Tarkastellaan ympyra- tai ympyréarengaslaattaa, joka on tuettu pydrahdyssym-
metrisesti ja jota kuormittaa pyoérahdyssymmetrinen kuormitus. T&ma merkitsee sitd,
ettd kuorma q ei riipu koordinaatista ¢ ja on siis pelkastdén koordinaatin r funktio ts.
g(r). Tassa tapauksessa myos taipuma won pelkastdan koordinaatin r funktio, ts.
w(r) . Lausekkeelle Aw saadaan

0
8W+18W 182W d’w 1dw 1d

+— —t——=——(r— 3.20
o’ ror r8¢ T dr? radr rdr( ) (3.20)

Aw =

ja lausekkeelle A*w

Atw=A(AW) = j{ jr[%%( o) (3.21)

Laatan taipuman differentiaaliyhtalo saa siis muodon

1d, d 1d
s L iyl U —)]}—— (3.22)

Momenttien ja leikkausvoimien lausekkeet (3.13) ja (3.14) saavat tdssa pyOréhdys-
symmetrisessa tapauksessa muodon

2
M, =D W, Ldwy
dr rdr
ldw d?w
M, =-D(=—+ , 3.23
¢ (r dr drz) (323)
M, =0.
ja
r_—Dd(AW),
dr (3.24)
Q¢:0

Todetaan ettd ympyra- tai ympyréarengaslaatalla on téssé pyorahdyssymmetrisessé
tapauksessa vain kolme nollasta eroavaa jannitysresultanttia: taivutusmomentit M, ja

M, seka leikkausvoima Q, . Niita on havainnollistettu kuvassa 3.4.
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Kuva 3.4: Ympyra- ja ympyrarengaslaatan jannitysresultantit pyérahdyssymmetrisen
kuorman tapauksessa.

Médritetd&n seuraavaksi taipuman differentiaaliyhtalon (3.22) ratkaisu. Se saadaan
homogeenisen yhtalon (q/D =0) yleisen ratkaisun w,(r) ja taydellisen yhtalon

sopivan yksityisratkaisun w(r) summana. Maaritetddn aluksi homogeenisen yhtalon
yleinen ratkaisu. Saadaan

d 1d d 1d
—{ —[——( )]} 0= —[——( —)]—
dr rdr dr
d 1d 1 d dw
—[=—(r— =—(r —¢Int+c
dr[rdr( - rdr( r) Y
d dw r aw 2 r 1 r’
= —(r—)=c¢rin—+c,r = r—=c¢,—(In——>)+c,—+¢c,
dr = dr I dr 2 2 2
daw 1 r C, r’ . r r’
M e ZrmEi Dy Iy w=c, L -1re,ve,intac
r C12( r, 2) 22 r:> 14(ro ) g Y

Logaritmi funktioiden argumentteihin sisallytettiin apuvakio r,, jolla on pituuden
dimensio. Tdmé ei vaikuta lopputulokseen, koska nédhdé&an, ettd derivoimalla funktio
In(r/ry) =Inr—Inr, saadaan tulokseksi 1/r. Nain funktion 1/r integraalifunktiona
voidaan pitaa funktiota In(r/r,) funktion Inr sijasta. Apupituuden r, tarkoituksena

on pitdd logaritmifunktion argumentti dimensiottomana ja sille voidaan valita
laskelmien kannalta tarkoituksenmukainen arvo (esimerkiksi ympyralaatan sade tai
ympyrarengaslaatan joko sisé- tai ulkoséde). Valitsemalla vield lopulliset integrointi-
vakiot hieman eri tavalla, ts. C,=c,, C,=(c,—-c,)/4, C,=c, ja C, =c,, saadaan

homogeenisen yhtalon yleinen ratkaisu muotoon
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w, (r) =C1+C2r2+CSIan+C4r2 In_. (3.25)

0 rO

Taydellisen yht&lon sopiva yksityisratkaisu saadaan integroimalla tdydellinen yhtélo
(3.22) vastaavaan tapaan kuin edelld, mutta jattdmalla integrointivakiot pois.
Tarkastellaan esimerkkiné tasaisen kuorman g = ¢, tapausta. Saadaan

ldgd ld  dw qo d,d1d q0
rdr{ dr[r dr( )]} {dr[r dr( )]}
ili - 1qo r? d li aw 1q0
[rdr( dr)] [rdr( dr)]_ZD
-2 __1% 2 a __1qo 3
rdr( dr) ( ) 4D
rdw &rét N dw 1q0 N w_—& 4
dr 16D dr 16D 64 D

Nain yksityisratkaisuksi saatiin tasaisen kuorman ¢, tapauksessa

w(r) =iq—[; . (3.26)

Y leiselle ratkaisulle w(r)=w,(r)+w(r) saadaan lopulta

w(r):C1+C2r2+C3InL+C4r2 In L+ w(r). (3.27)
r

0 0

Laskelmien helpottamiseksi maaritetddn laatan s&teen suuntaisen kiertyman
¢, (r)=dw/dr, taivutusmomenttien M (r) ja M,(r) seka leikkausvoiman Q,(r)

lausekkeet integroimisvakioiden ja yksityisratkaisun avulla lausuttuina. Mé&aritetdén
ensin taipuman ensimmainen ja toinen derivaatta ja funktio Aw. Saadaan

W _oer+Saicrenliny W
r r r, dr

2w C r d’w

2 =2C2—r—3+c4(2|n—+3)+m, (328)

2
0

d

2
dw 1W_ e, vac,tnl 1)+ am
dr® rdr fy

Aw =

Nyt saadaan
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.(r) =2C,r +%+C4r(2|an+1)+a(r),

M, (r) =-D{2(1+v)C, —1_—2‘/C3 +[2(L+v)In L (3+v)IC,}+M (),
' "o (3.29)

M, (r)=-D{2(1+v)C, +1r_—2VC3 +[2(1+Vv) Ian+ (1+3v)IC,}+ M¢(r),

0

QM =-2C,+Q.1)

missa
o _dw
(8 dr
2 _
W, =-p@ W, L%y
dr r dr (3.30)
_ 10w %W '
M, =-D(=+v ),
¢ (r or Varz)
— dAW
:—D—
2 dr

ovat yksityisratkaisua w(r) vastaavat kiertymd, taivutusmomentit ja leikkausvoima.
Tasaisen kuorman ¢, tapauksessa nama saavat muodon

19, 5 = 3+v_ , = 1+3v =, = 1
p.=——22r M, =- r’X, M =-— r-, Q =-—-q,r.| (331
" 16D 16 % ’ 16 % 2q0 (3:31)

Kaavat (3.28) ja (3.29) soveltuvat sellaisenaan pydrahdyssymmetrisen kuormituksen
alaisen ympyrarengaslaatan ratkaisemiseen, jossa integrointivakiot maardytyvat
reunaehdoista laatan sisa- ja ulkoreunoilla.

Kun kysymyksessa on ympyraélaatta, integrointivakioiden maérad voidaan etukéteen
véahentd4 ottamalla huomioon erityiset ehdot laatan keskipisteessd. Ensimméinen ehto
aiheutuu siit4, ettd laatan taipuman tulee sen keskipisteessé olla aarellinen. Kaavasta
(3.28) ndhdaan, ettd tdiméa on mahdollista vain, jos

C,=0. (3.32)

Toinen ehto saadaan tarkastelemalla kuvan 3.5 r-siteisen laatan osan tasapainoa r:n
lahestyessa nollaa. Jakautuneen kuorman q(r) lisaksi laatan keskipisteessa ajatellaan

vaikuttavan pistekuorma P. Jos r on riittdvan pieni ja jakautunut kuorma q(r) on
jatkuva, voidaan se korvata arvolla (0). Laatan osan z-akselin suuntaisesta
tasapainoehdosta seuraa

ar’q(0)+P+27rQ.(r)=0 = rQ,(r)=—&2)r2—2£. (3.33)
T

Rak-54.111 Rakenteiden mekaniiikka B, luennot osa 111 310



Kuva 3.5: Ympyrélaatan r-siteiseen osaan vaikuttavat voimat.

Sijoittamalla t&han leikkausvoiman lauseke (3.29) saadaan
2
_4pC, +1Q (= -3Qr P (3.34)
2 2r

Kun nyt r — 0 saadaan tésté tulos

Co=——. (3.35)

C,=C, =0. (3.36)

C,=0, C,=——. (3.37)

Edellisessa tapauksessa lausekkeet (3.27) ja (3.29) saavat yksinkertaisen muodon

w(r) =C, +C,r* +w(r),
@, (r)=2C,r +o(r),

M. (r)=-2D(1+v)C, + I\ﬁr (r), (3.38)
M, (r) =-2D(1+v)C, + M ,(r),

Q. (N =Q.(r).
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Esimerkki 3.1: Maaritetaan oheisen, tasaisen kuorman g, kuormittaman, jaykasti
Kiinnitetyn ympyralaatan taipuman ja jannitysresultanttien jakautumat.

Qo
%|II|II|I|II|II|I|II|II|II|I|II|II|I|II|II|I||I|II|II|I|

Kuva E3.1.1: Tasaisen kuorman kuormittama jaykasti kiinnitetty ympyrélaatta.

Ratkaisu:

Yksityisratkaisu on kaavojen (3.26) ja (3.31) mukainen ja ratkaisu integrointi-
vakioiden C, ja C, avulla lausuttuna kaavan (3.38) mukainen. Reunaehdot laatan
jaykasti kiinnitetylla reunalla ovat w(a) =0 ja ¢, (a) =0. Niisté seuraa yhtalot

Y 4

64D
w(a)=C, +C,a’ + v‘v(a) =0,

% g3

16D

——
¢, (a) =2C,a+,(a) = 0.
joista saadaan integrointivakioille

1 qO C __iqoa2

64 D' T 32D

Sijoittamalla nama ja yksitysratkaisun lausekkeet (3.26) ja (3.31) lausekkeisiin (3.38)
saadaan

2
w(r) = IS _ %2 2 G e % (@*-2a’r*+r*)
64D 32D 64D 64D

Qo
=9 _(g?
64D ( )

M. (r) = —2D(L+v)(~ g;D)— 31+6V

g,a”, 1+3v
M,(r)=-2D(1
o (1) @+v)(= 32D) 16

a 2=f—é[(l+v)a2—(3+v)r2],

Qor? :f_é[(l+ v)a® = (L+3v)r’],

an=—§%n

Kuvassa E3.1.2 on esitetty taipuman, taivutusmomenttien ja leikkausvoiman kuvaajat,
kun Poissonin vako on v =0, 3.
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=
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|
D | =

0,5
Q

0o

Kuva E3.1.2: Tasaisen kuorman kuormittaman jaykasti kiinnitetyn ympyrélaatan
(a) taipuman, (b) taivutusmomenttien ja (c) leikkausvoiman jakautumat.
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Esimerkki 3.2: Maéritetdan oheisen, keskipisteestaan pistekuorman F kuormittaman,
vapaasti tuetun ympyralaatan taipuman ja jannitysresultanttien jakautumat.

P

[
[
[
[
\'2
z

Kuva E3.2.1: Pistekuorman kuormittama vapaasti tuettu ympyrélaatta.

Ratkaisu:

Koska on kysymyksessa ympyrélaatta, jonka keskelld vaikuttaa pistekuorma, ratkaisu
on kaavojen (3.27 ja (3.29) mukainen, missé

vrt. kaava (3.37). Koska jakautunutta kuormaa ei ole, yksityisratkaisu havida (vrt.
kaava 3.26), joten

W(r) =, (r)=M,(r)=Q,(r)=0.

Jos valitaan r, = a, ratkaisu integrointivakioiden avulla lausuttu on

P r
w(r)=C, +C,r’+——r?In—,
(N=C+C, 8 a

P r
@, (r)=2C,r +%r(2Ing+l),
M. (r) = 2D+ V)C, ——[2(L+v)In L+ 3+ )], (E:3.2.1)
8 a
M, (r) = -2D(1+ V)C, — —[2(1+v)In " + (1+3v)],
8x a
Q(N=-—-1.

2rr

Reunaehdot laatan vapaasti tuetulla reunalla ovat w(a) =0 ja M, (a) =0. Niista
seuraa yhtalot

w(@)=C, +C,a* =0,

M., (a) = -2D(1+v)C, —8£(3+v) -0,
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joiden ratkaisuna saadaan integrointivakioille

B Pa’ 3+v _ P 3+v
' 162D 1+v’ 167D 1+v

Nyt saadaan taipumalle ja jannitysresultanteille tulokset

Pa®> 1 3+v r2 r’ a

= 1- -2 1n3,
D167r[1+v( az) a’ r]

w(r) =
M, (1) =~ @+1)In2,
4 r

M, (r) :%[1-v+ (1+v)|n§],

P1a
Q=-—--=.
azarr

Kuvassa E3.2.2 on esitetty taipuman, taivutusmomenttien ja leikkausvoiman kuvaajat,
kun Poissinin vakio v =0, 3.

Huomautus:

Havaitaan, ettd l&dhestyttdessa pistekuorman vaikutuskohtaa, laatan taivutusmomentit
ja leikkausvoima kasvavat rajatta. Sanotaan, ettd pistekuorman vaikutuspiste on
nédiden suureiden singulaarinen piste. Helposti ndhd&én, ettd taivutusmomenttien
lausekkeet (E3.2.1) ovat samasta logaritmitermistda —P(l+v)/(4x)Inr ja

vakiotermeista, jotka riippuvat (integroimisvakion C, kautta) reunaehdoista.

Etaisyyden r pistekuormasta ldhestyessd nollaa vakiotermien osuus jaa
logaritmitermien rinnalla merkityksettémaksi ja taivutusmomenteille ja myds
leikkausvoimalle voidaan pistekuorman ymparistossé kirjoittaa

Mr(r)zM¢(r)z—i(l+v)lnr, Qr(r)z—il.
4 2w r

Yleisestikin laatan jannitysresultantit pistekuorman laheisyydessa muodostuvat ylla
olevista termeistd, jotka kasvavat r l&hestyessd nollaa rajatta, seké& reunaehdoista
rilppuvasta muusta osasta, joka ei kasva. Ndin ollen yll& olevat jannitysresultanttien
ns. asymptoottiset lausekkeet ovat voimassa pistekuorman laheisyydessa laatan
tuennasta ja reunaehdoista riippumatta ja pistekuorman vaikutuspiste on laatan
jannitysresultanttien singulaarinen piste.

Ideaalinen pistekuorma on kuitenkin aina idealisointi todellisesta kuormasta
(tavallisesti kosketusvoima), joka vaikuttaa laatan (keski-)pinnan pieneen osaan.
Todellinen kuorman voidaan esimerkiksi otaksua vaikuttavan ympyran muotoisella
pinnalla, jonka sadde on r,, ja olevan tasan jakautunut intensiteetin ollessa
g, = P/(2zry). Seuraavassa esimerkissé tarkastellaan tallaisen kuormituksen

kuormittamaa ympyrélaattaa ja tehd&an joitain laatan pistekuorman késittelyyn
liittyvia lisdpaatelmia.
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Kuva E3.2.2: Pistekuorman kuormittaman vapaasti tuetun ympyrélaatan (a) taipu-
man, (b) taivutusmomenttien ja (c) leikkausvoiman jakautumat.
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Esimerkki 3.3: Oheinen rengaslaatta on siséreunaltaan kuormitettu tasaisella viiva-
kuormalla Q, ja ulkoreunaltaan vapaasti tuettu. Maarita taipuman

lauseke.
Q
S o AT

|

Z iz

s : b (
© o a
PR
N

Kuva E3.3: Sisareunaltaan tasaisen viivakuorman Q, kuormittama ja ulkoreunaltaan
vapaasti tuettu ympyrérengaslaatta.

Ratkaisu:

Koska laattaa ei kuormita jakautunut kuorma (gq=0) on yksityisratkaisu ja sit4
vastaavat johdannaissuureet nollia ts. W=@ =M, = I\W¢ =Q, =0. Reunaehdot laatan
reunoilla ovat: M, (a) =0, Q,(a) =—-Q,, w(b) =0 ja M,(b)=0. Kun valitaan r, =b,
niisté seuraa yhtalot

Mrw)E—DQa+ng—1§KCf42a+vnn%+@+vncg=o,

Qr(a) E_£C4 = _Qoy
a

w(b) =C, +C,b* =0,
MxmE—Dpa+mcffﬁ¥c,us+mcd=a

Toisesta yhtalosta saadaan aluksi

c,- 92
4D

jonka jalkeen ensimmainen ja neljés yhtal6é saavat muodon

1-v a Q,a
-2(1+v)C, +?C3 =[21+v) InE+ 3+ v)]%,

-4a+mg+£2k%=@+w%§.

b2

Véhentdamalla ndma yhtél6t puolittain saadaan
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b® —a? aQ,a Qal+v a’h* , a
2 2 1-v)C.=2(1+V)In==2 — C, =0 InZ.
a’b? (A=v)C; =20+v) b 4D P 2D1-vDb*-a® b

Saadaa edelleen

1 1- Yo _3+vQa_ Qa 3+v  2a 2

(

In—
27 o214y 1+v 8D 8D ‘1+v b2— )

ja

2 2
Q,ab (3+v 2a Ini).

C,=—-C,b* = i
8D 'l+v b’-a’ b

Sijoittamalla saadut integrointivakioiden arvot taipuman lausekkeeseen (3.27) saadaan
tulos

w(r)=C, +C,r’+C, In%+C4r2 In%

Qa,3+v 2a’ a 1+v a%h* , a, . r r
INn=)(b*>-r)+4————In—In—+2r?In—].
8D [(1 b2 —a® b)( ) 1-vb?’-a®> b b b]

Maéritetddn vield rajatapauksena pistekuorman F kuormittaman vapaastituetun
ympyrélaatan taipuman lauseke. Viivakuorman resultantti on F =27aQ,, josta

saadaan Q,=F/27za. Kun a—0 ympyrdrengaslaaatasta tulee ympyrélaatta ja
viivakuormasta tulee pistekuorma jonka suuruus F. Sijoittamalla saatu Q,:n lauseke
ylldolevaan taipuman lausekkeeseen saadaan

1+v a%*  a, r

F 3+v 2a’ r
In— b?—r 4— In=In—+2r?In—].
O Ay g 2 ing]

WD =160 Ty o

Kun nyt a— 0, jolloin myés a*Ina— 0 (insindéri voi selvittdaa oheisen raja-arvon

paikkansapitavyyden taskulaskimella marittimalla lausekkeen a®Ina arvoja, kun a
pienenee), saadaan

F 3+v
W(r)=%[1 (b® —r®)+2r? In—]
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4. Laatan korvikeleikkausvoima ja reunaehtosuureet

Jotta voisimme kasitella laatan reunaehtoja, joudumme madrittelemé&én uuden jénni-
tysresultantin, ns. korvikeleikkausvoiman. Korvikeleikkausvoiman kasite liittyy
esityisesti laattojen tekniseen taivutusteoriaan (Kirchhoff-laattateoriaan), jota olemme
kasitteleméssd. Laatan differentiaaliyhtald on neljannen kertaluvun ns. elliptinen
osittaisdifferentiaaliyhtalé. Osittaisdifferentiaaliyhtéloiden teorian mukaan tdmaén
tyyppisen differentiaaliyhtalén madrittelyalueen A (tarkasteltavan laatan) reunan s
kussakin pisteessa tulee mééritelld kaksi reunaehtoa.

Tarkastellaan laatan kaarevaa reunaa (tai leikkauspintaa). Olkoon reunviivaan liitetty
suorakulmainen n,s-koordinaatisto kuvan 4.1 mukaisesti siten, ettd koordinaatti n

yhtyy reunan ulkoiseen normaaliin ja koordinaatin s koordinaattiviiva n=0 yhtyy
laatan reunaan.

n

Kuva 4.1: Laatan reuna ja siihen liittyvé n,s-koordinatisto.

Laatan reunaan liittyy seuraavat suureet, joille voitaisiin fysikaalisin perustein antaa
reunaehtoja. Siirtyméasuureet (kinemaattiset): taipuma w, kiertyma ¢, =ow/on ja

kiertyma ¢, =ow/0s. Voimasuureet (kineettiset): leikkausvoima Q,, taivutusmo-
mentti M ja vaanto-momentti M, .

Koska teknisessa taivutusteoriassa reunan suuntaisen kiertyman ¢, ja taipuman w
vélilla on yhteys ¢, =ow/ds, eivat w ja ¢, ole toisistaan riijppumattomia. Taman

vuoksi ne kaksi kinemaattista suuretta, joille on mielekdstd antaa reunaehtoja ovat
taipuma w ja kiertyma ¢, .

Seuraavassa tullaan myds ndkemdén, ettd ne kaksi Kineettistd suuretta, joille
Kirchhoff-laattateoriassa voidaan antaa reunaehtoja, osoittautuvat olevan korvike-
leikkausvoima V, ja taivutusmomentti M, .

Kuva 4.2 esittdd laatan reunaa, joka on ajateltu jaetuksi osiin AB ja BC, joiden
kummankin pituus on ds. Osaan AB, jonka keskipiste ajatellaan olevan kohdassa s,
vaikuttavan vaantdmomentin M (0,s) resultantti on M (0,s)ds ja osaan BC, jonka
keskipiste ajatellaan olevan kohdassa s+ds, vaikuttavan vdantémomentin
M (0,s+ds) resultantti on

M (0,s+ds)ds =[M (O,s)+ %(O, s)ds]ds.
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Mns+%ds
0s

Mns
/-ﬂ .’
"y

-
Q—..(:.L.—‘/"‘"B\/

/IMns
%_/Iy.

|
(M, + e s L%

Mns+%ds
0s

Kuva 4.2: Korvikeleikkausvoiman maarittely

Ajatellaan osaan AB vaikuttava momentti korvatuksi sen kanssa ekvivalentilla voima-
parilla, joka muodostuu pisteisséd A ja B sijaitsevista vastakkaissuuntaisista voimista,
joiden suuruus on M, (0,s). Ajatellaan vastaavasti osaan BC vaikuttava momentti

korvatuksi sen kanssa ekvivalentilla voimaparilla, joka muodostuu pisteissé B ja C
sijaitsevista vastakkaissuuntaisista voimista, joiden suuruus on

M, (0,s)+——= M“S (0,s)ds.

Havaitaan, ettd néin syntyneiden, pisteessé B vaikuttavien voimien summa ( z -akselin
positiiviseen suuntaan) on

M. (O, s)+ M, (0 s)ds—M . (O, s)_ M, (0 s)ds.
Laatan reunan pituutta kohti tdmé& voima on
oM
—=(0,s).
o (0,9)

Taman pituutta kohti lasketun voiman lisaksi pisteessé B vaikuttaa leikkausvoima
Q,(0,s+ds/2)~Q,(0,s).

Maéritellaan nyt korvikeleikkausvoima V, (n,s) koordinaatistossa n,s kaavalla

V. (n,s)=Q,(n, s)+ M, (n S). 4.1)
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Edella esitetyn perusteella todetaan, etta korvikeleikkausvoiman V. (n,s) arvo

V,(0,5)=Q,(0,5) + Mus (g5
0s

laatan reunalla (n=0) on reunalla vaikuttavan todellisen leikkausvoiman ja
vaantdmomentin vaihtelusta aiheutuvan lisaleikkausvoiman summa. Korvikeleikkaus-
voima on siis voimasuure, jonka arvo laatan reunalla edustaa z-akselin suuntaista,
reunan pituutta kohti laskettua kokonaisleikkausvoimaa.

Jos laatan reunaa ei ole taipuman w suhteen tuettu ja sill& vaikuttaa ulkoinen, z-
akselin suuntainen viivakuorma V (s) (kdytannosa useimmiten V (s)=0), ilmaistaan

sen vaikutus laattaan reunaehtona V. (0,s)=V(s). Talloin laatan taipuma w

kyseiselld reunalla on tuntematon. Jos taas laatan reuna on taipuman suhteen tuettu
siten, etté silld on annettu arvo Ww(s) (kdytdnndsd useimmiten w(s)=0), ilmaistaan

sen vaikutus laattaan reunaehtona w(0,s)=w(s). Talloin laatan korvikeleikkaus-
voima V, kyseisell& reunalla on tuntematon ja se edustaa pituusyksikkod kohti
laskettua voimaa, jolla tuki vaikuttaa laatan reunaan.

Jos laatan reunaa ei ole kiertyman ¢, suhteen tuettu ja silld vaikuttaa ulkoinen
pituutta kohti laskettu reunaviivan tangentin ympéri pyorittivd momentti M (s)
(kdytannosa useimmiten M (s)=0), ilmaistaan sen vaikutus laattaan reunaehtona
M, (0,s) = M (s). Tallgin laatan kiertyma ¢, kyseisell4 reunalla on tuntematon. Jos
taas laatan reuna on sen kiertymén ¢, suhteen tuettu siten, etta silla on annettu arvo
®,(s) (kaytannosa useimmiten ¢@(s)=0), ilmaistaan sen vaikutus laattaan
reunaehtona @, (0,s) = @(s). Talléin laatan taivutusmomentti M kyseiselld reunalla

on tuntematon ja se edustaa pituusyksikkod kohti laskettua momenttia, jolla tuki
vaikuttaa laatan reunaan.

Kirchhoff-laatan reunaehdot formuloidaan edella esitettyjen kahden voima- ja kahden
siirtyméasuureen avulla. Niitd voidaan kutsua laatan reunaehtosuureiksi. Kuva 4.3

havainnollistaa laatan reunaehtosuureita. On tarkedtd panna merkille, ettd taivutus-
momentin M ja kiertyman ¢, positiiviset suunnat eroavat toisistaan.

(a) (b)
2

Kuva 4.3: Laatan reunaehtosuureet: (a) voimasuureet ja (b) siirtyméasuureet
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Samalla tavalla kuin Kirchhoff-laatan taipuman differentiaaliyhtal® saatiin lausutuksi
yhden tuntemattoman, taipuman w avulla lausutaan myds laatan reunaehdot taipuman
avulla. Tatd varten lausumme tdssa laatan reunaehtosuureet taipuman avulla.
Tehtdvanamme on siis maarittdd kiertyman ¢, , korvikeleikkausvoiman V, ja

taivutusmomentin M, lausekkeet taipuman avulla lausuttuina. Korvikeleikkaus-
voiman maarittamista varten kaavalla (4.1) tarvitsemme viela vaantdbmomentin M ja
leikkausvoiman Q, lausekkeet.

PN

. d)=(n,s)

Kuva 4.4: Laatan kaarevaan reunaan liitetty napakoordinaatisto

Koska koordinaatti s on k&yraviivainen, emme voi suoraan soveltaa karteesisen
koordinaatiston kaavoja (2.18) ja (2.19). Voimme kuitenkin soveltaa sylinterikoordi-
naatiston vastaavia kaavoja (3.13) ja (3.14), kun menettelemme seuraavasti. Valitaan
laatan reunan tarkasteltavaan pisteeseen P liittyen napakoordinaatisto r,¢ siten, ettd

sen napapiste yhtyy reunakdyran s kaarevuuskeskipisteeseen O (kuva 4.4). Téll6in
pisteen P l&heisyydesséd voidaan otaksua, ettd n,s koordinaatiston ja napakoor-

dinaatiston koordinaattiviivat yhtyvéat. Tallgin voidaan kirjoittaa yhteydet

r=p+n, dr=dn, rd¢ =ds, izi, lizﬁ,
or on rog os

missa p = p(s) on reunaviivan kaarevuuséde. Kiertymalle ¢, saamme heti

oW ow

On = @, :E_%'

Soveltamalla kaavoja (3.13)-(3.14) saadaan
ow vow 10w o’w v ow o*w

+——+———)=-D + —+
o’ ror r’ a¢2) (8n2 p+non  os?
::O

M, =M, =-D( )

o’'w v ow o’w
—t——t—
on® pon 05

),
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0 ,low 10w 1ow

My, =My, =-DU-) (20 =-DU-NC 101520

ow 1 ow 02 1 ow

=-bl- V)(anas p+ng)__ - )( pas)'
Q, Q__Da(Aw)
on

o 10 10 0o 1 o0 0o 82 10 o
=ttt —t SR t——+t—,
or" rar r°od¢° on° p+non os’ 8n pon 0s

~0

missé otaksuttiin vield, ettd n < p . Soveltamalla viel& kaavaa (4.1) saadaan

oM o(AW 0 ,0°w 1ow
V,=Q+ M __pd&W )0 oW 10w,
oS on 0s onos p 0s

Né&in olemme saaneet laatan reunaehtosuureille taipuman avulla lausuttuina seuraavat
kaavat

_w
P
2
1
M, = DI 4y (L, T (42
pon  os?
o(Aw o ,0°w 1ow
-0 - Loy,
85 onos  p 0s
missa operaattori A on nyt
2 2
10,8 3
on®  pon 087

Tarkastellaan lopuksi millaiseksi korvikeleikkausvoiman lauseke muodostuu suorien
(p =), koordinaattiakselien suuntaisten reunojen yhteydessa. Reunalla, joka on y-
akselin suuntainen ja jonka normaali on x-akselin positiiviseen suuntaan, patee
dn=dx ja ds=dy, joten

a(Aw) o ow 1ow 5 azw aw
-D[——+(1-v )a (6 ay——a)]—— [—(
_ 3W ",
y

Reunalla, joka on y-akselin suuntainen ja jonka normaali on x-akselin positiiviseen
suuntaan, patee dn=—dx ja ds=-dy, joten
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(Aw) a- o  o°w o o*w o*w o*w

=-D[- o )ay(aay _E)] [—( +—) (1-v )axazy]
- +D[ZX\2V +2-v) aia\ivy]'

Vastaavanlainen tarkastelu voidaan suorittaa myds x-akselin suuntaiselle reunalle.
N&in saamme korvikeleikkausvoimalle koordinaattiakselien suuntaisilla reunoilla
tulokset

y—akselin suuntainen reuna: x-akselin suuntainen reuna:
o’w o*w o*w 4.4
v, =70l % 421 20 v, =5 o0 2 4
%y oy ox“oy

Ylempi(alempi) etumerkki vastaa reunaa, jonka ulkoinen normaali on suuntaisensa
koordinaattiakselin positiiviseen(negatiiviseen) suuntaan.

Koordinaattiakselien suuntaisiin reunoihin liittyvét korvikeleikkausvoimat voidaan
my6s méaéritelld hieman toisin, eli kaavoilla

83 o*w
:—D[ +(2 —V)Wzy], .
_ o'w 1 |
ay ox*oy

Tallgin korvikeleikkausvoiman Vv, ja korvikeleikkausvoimien v, ja v, vililla on
voimassa

y-akselin suuntainen reuna:  x-akselin suuntainen reuna:

4.6
Vn = iVX VI‘I = iVy ( )

Nyt +(-) etumerkki vastaa reunaa, jonka ulkoinen normaali on suuntaisensa
koordinaattiakselin positiiviseen(negatiiviseen) suuntaan.
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5. Laatan reunaehdot
5.1 Laatan reunaehtojen yksinkertaiset perustyypit

5.1.1 Kinemaattiset reunaehdot

Z,w
Kuva 5.1: Annetun taipuman reunaehto
(a) Annetun taipuman reunaehto
Reunaehto on
W =W, (4.5)

missa W(s) on annettu taipuma eli tuen pystysuora pakkosiirtyma. Tavallisimmin tuki
on siirtyméton, jolloin w=0.

Z,W

Kuva 5.2: Annetun kiertyman reunaehto
(b) Annetun kiertymén reunaehto

Reunaehto on

Py =, (4.6)

missa @(s) on annettu kiertymd eli tuen pakkokiertyma. Tavallisimmin tuki on
Kiertymaton, jolloin ¢ =0.
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5.1.2 Kineettiset reunaehdot

Z,W

Kuva 5.3: Annetun korvikeleikkausvoiman reunaehto
(c) Annetun korvikeleikkausvoiman reunaehto

Reunaehto on

v, =V, 4.7)

n

missa V (s) on annettu korvikeleikkausvoima eli viivakuorma laatan pystysuunnassa
tukemattomalla reunalla. Tavallisimmin reunalla ei ole viivakuormaa, jolloin V =0.

M

Z,W

Kuva 5.4: Annetun taivutusmomentin reunaehto
(d) Annetun taivutusmomentin reunaehto

Reunaehto on

M, =M, (4.8)

missdé M (s) on annettu taivutusmomentti eli pituusyksikon reunamomenttikuorma
laatan Kkiertymisen suhteen tukemattomalla reunalla. Tavallisimmin reunalla ei ole
reunamomenttikuormaa, jolloin M =0.

Kussakin laatan reunan pisteessd tulee olla voimassa kaksi reunaehtoa siten, ettd
molemmat ovat kinemaattisia, molemmat ovat Kineettisia tai toinen on kinemaattinen
ja toinen Kineettinen. Jalkimmaisessa tapauksessa voi olla samanaikaisesti voimassa
joko reunaehdot (a) ja (d) tai reunaehdot (b) ja (c).
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5.2 Eraité tavallisimpia laatan tuentatapauksia

5.2.1 Jaykasti kiinnitetty reuna

@ < n (b)

Qk\\\\\\\\\\\\\\\l\/\\\\\\\

>

Kuva 5.1: Jaykaésti kiinnitetty reuna: (a) kaareva (b) y-akselin suuntainen

Reunaehdot ovat

ja taipuman avulla lausuttuina

(4.9)

(4.10)

Reunan ollessa suora ja jomman kumman koordinaattiakselin suuntainen, jaykasti

kiinnitetyn laatan reunaehdot ovat

y —akselin

w=0
ow

=0
OX

suuntainen:

x —akselin
suuntainen:
w=0

AL
oy

(4.11)
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5.2.2 Vapaastituettu reuna

(b)|a|

Z,W

Kuva 5.2: Vapaastituettu reuna: (a) kaareva (b) y-akselin suuntainen.

Reunaehdot ovat

(4.12)

Koska reunalla w=0, saadaan ow/os=0 = 0°w/ds®> =0. Nain taivutusmomentin
lauseke (4.2) saa muodon

o°'w v ow
7T —)
on®  pon

M, =-D(

n

ja taipuman avulla lausuttuina vapaastituetun reunan reunaehdot ovat

=

=0,

2 4.13
V!.{.L@:O_ ( )
on®  pon

(o))

Reunan ollessa suora ( p = «) ja koordinaattiakselin suuntainen, vapaastituetun
reunaehdot saavat muodon

y —akselin x —akselin
suuntainen: suuntainen:
w=0 w=0 (4.14)
2 2
oW 0 0 \gv: 0
ox? oy
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5.2.3 Vapaa reuna

@ ~ n (b) a
|«—|
\Q/ )
A \\ |
A
! |
J/_q—% n y

Kuva 5.3: Vapaa reuna: (a) kaareva (b) y-akselin suuntainen.

Reunaehdot ovat

V, =0,
M,=0
ja taipuman avulla lausuttuina
2
a(Aw)+(1_V)g(a _iaw) 0
on 0s onos  p 0s
0’ w 1ow o°w
(=2 -0,
on? pon  os?

(4.15)

(4.16)

Reunan ollessa suora (p =) ja jomman kumman koordinaattiakselin suuntainen

vapaan reunan reunaehdot saadaan muotoon

y —akselin x —akselin
suuntainen: suuntainen:
3 3 3 3
23+(2 V) 56"; ~0 gyWJr(z V) a"avy
o’w  o*w o’w  o*w
o oy o
X X

0
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5.2.4 Joustavasti kiinnitetty reuna

@) (b)

Z,w k w

Kuva 5.4: Joustavasti kiinnitetty reuna: (a) jouset, (b) jousista laatan reunaan koh-
distuvat voimat

Joustavasti kiinnitetty reuna (kuva 5.4) ajatellaan tuetuksi jakautuneella jousella,
jonka jousivakio (pituutta kohti) on K,, ja jakautuneella kierrejousella, jonka

jousivakio (pituutta kohti) on k¢. Reunaehdot ovat

V, =-k,W,

(4.18)
M, =k,o,.

llmaisemalla korvikeleikkausvoima V, ja taivutusmomentti M taipuman avulla

(kaavat (4.2)), saadaan reunaehtoyhtdlot lopulliseen muotoon. Yleinen tapaus on
joustavasti tuettu reuna, jossa Kiertyminen pé&see tapahtumaan vapaasti. Té&lldin
reunaehdot ovat

V. =—k,w,

4.19
M, =0. (4.19)

5.2.5 Reunapalkkiin kiinnitetty reuna

Tarkastellaan esimerkkind suoraa y-akselin suuntaista reunaa, joka on Kkiinnitetty
reunapalkkiin (kuva 5.5). Reunapalkin taipuman ja vaantokulman differentiaaliyhtélot
ovat

d'w
El 5 =0, (4.20)
ja
2
Gltd—f‘+m =0, (4.21)
dy
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@)

a ! El,Gl ©
M, M, VY,
. P Q0
Y@ X

I\B w=W
_\ Py ==

Kuva 5.5: Reunapalkkiin kiinnitetty reuna: (a) poikkileikkaus, (b) deformoitunut
poikkileikkaus (c) laatan reunaan ja reunapalkkiin kohdistuvat voimat.

z

missa W(y) ja ¢,(y) ovat palkin taipuma ja vaantokulma, g(y) ja m(y) ovat sen

jakautunut ulkoinen kuorma ja vaéntdva momentti. Palkin taivutusjaykkyys El ja
vaantojaykkyysGl, on otaksuttu vakioiksi. Laatan reunan ja reunapalkin véliset

yhteensopivuusehdot ovat

w(a, y) = w(y),

0.(3,y) =—0.(). (4.22)

missa ¢, =@, =ow/ox on laatan reunan normaalin suuntainen kiertyma. Kuvan 5.5¢
perusteella ndhddan, etté

a(y)=-V,(ay),

(4.23)
m(y)=-M,(a,y)

missa V, =V, ja M, =M, ovat laatan reunan korvikeleikkausvoima ja taivutus-

momentti. Sijoittamalla lausekkeet (4.22) ja (4.23) reunapalkin differentiaaliyhté-
16ihin (4.20) ja (4.21) saadaan

el g;“! (a.y)+V,(ay) =0,

(4.24)

o,
Glt ayz (a! y)+ Mx(a! y) :O'

N&mé& ovat suoran, reunapalkkiin kiinnitetyn, y-akselin suuntaisen reunan y=a
reuna-ehtoyhtél6t. llmaisemalla vield kiertyma ¢,, korvikeleikkausvoima V, ja

taivutusmomentti M, taipuman avulla, saadaan reunaehtoyhtélét lopulliseen
muotoonsa.
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5.3 Laatan nurkkavoima

Tarkastellaan laatan sivulla kohdassa s=s, olevaa nurkkaa. Samantyyppinen

tarkastelu kuin korvikeleikkausvoiman yhteydessé (kuva 5.6) johtaa tulokseen, etté
mikali vaantdmomentin M (s) arvossa nurkan kohdalla s=s, on hyppdys (ts.

M (Sy) =M (sy)) laatan nurkassa vaikuttaa pistevoima, ns. laatan nurkkavoima,
jollaon arvo

R= Mns(sg)_Mns(S(;)' (425)

M, (S5 )ds

Kuva 5.6: Laatan nurkkavoima

ZQ® X

S Mns(sa)zMxy(XO'yO)

Mns (SO+) = _M yX (XO’ yO)
Kuva 5.7: Suorakaidelaatan nurkkavoima

Kuvan 5.7 esittdméssa suorakaidelaatan nurkassa, joka sijaitsee pisteessa (X,,Y,).
Saadaan Mns(sg)Z_Myx(XO’yO)z_Mxy(XO'yO) Ja Mns(sa)z Mxy(XO’yO)i JOten
nurkkavoimalle saadaan R =-2M, (x;, Y,)-
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Suoralaidelaatan muissa nurkissa saadaan vastaavanlaiset tulokset. Suorakaidelaatan
nurkkavoimille saadaan nain tulos

R=32M,, (X5, o), (4.26)

missa ylempi etumerkki liittyy vasempaan ylanurkkaan ja oikeaan alanurkkaan seka
alempi etumerkki muihin nurkkiin (vrt. kuva 5.8).

ZQ® X

Kuva 5.8: Etumerkit kaavassa R =+2M, (x,, ;)

Kaavan (2.18) perusteella saadaan ko. nurkkavoimalle taipuman avulla lausuttuna
tulos

R= i2D(1—v)%(xO, Yo)s (4.27)

missé merkit ovat painvastoin kuin kuvassa 5.8. Suorakaidelaatan vapaasti tuetussa
nurkassa on tavallisesti R > 0. Tama merkitsee sitd, ettd nurkka pyrkii nousemaan irti
alustastaan, mutta pistemdainen nurkkavoima R pitda sen paikallaan. Jotta todellinen
laatta noudattaisi esitettyd teoriaa, tulee nurkan olla kiinnitetty siten, ett4d nousemista
ei paése tapahtumaan. Suorakaidelaatan jaykésti kiinnitetyssd nurkassa on voimassa

0°w/oxoy =0, joten R=0. Suorakaidelaatan vapaassa nurkassa, jossa ei vaikuta
ulkoista pistekuormaa, vallitsee ehto R=0, joten siella M, =0 ja o°w/oxoy =0.

Laatan nurkkavoima on tarkastelemallemme Kirchhoffin laattateorialle tyypillinen
erikoisuus. Leikkausmuodonmuutoksen huomioon ottavassa Mindlinin laattateoriassa
pistemaista nurkkavoimaa ei enaa esiinny.
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6. LAATTAPROBLEEMAN RATKAISU FOURIER-SARJOJEN
AVULLA

6.1. Kaksoissinisarjaan perustuva, ns. Navier’n ratkaisu, vapaasti tuetulle
suorakaidelaatalle

Navier’n (Louis-Marie-Henri Navier, 1785-1836) esitti 1820 reunoiltaan vapaasti
tuetulle suorakaidelaatalle (kuva 6.1) Fourierin kaksoissinisarjaan (vrt. liite A)
perustuvan ratkaisun.

Kuva 6.1: Reunoiltaan vapaasti tuettu suorakaidelaatta

Siind probleeman tuntematon funktio, taipuma w(x,y) esitetddn Fourierin kaksois-
sinisarjana

0 0

w(x,y) =Y w;sinaxsin By, (6.1)
i1 =1
missé
iz iz
o, I 6.2
%= i b (6.2)

Sarjan kertoimet w; ovat nain tuntemattomia parametreja. Helposti nahdaan, etta
taipuman lauseke (6.1) toteuttaa laatan reunoilla seuraavat ehdot

2

w:aV;/:O,kun x=0jax=a
oX
2

W:SW—O,kun y=0jay=b

7=

(6.3)

Naméa ovat tarkasteltavan, vapaasti tuetun laatan reunaehdot (vrt. kaava (5.10)).
Taipuman lauseke (6.1) toteuttaa siis automaattisesti probleeman reunaehdot.
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Jotta taipuman lauseke (6.1) saataisiin toteuttamaan myos laatan differentiaali-
yhtéld, lausutaan myos laatan jakautunut kuormitus q(x, y) kaksoissinisarjana

a(x.y) =33 gy sinaxsin 4,y (6.4

i=1 j=1

jonka kertoimet ovat tunnettuja parametreja ja voidaan maérittaa kaavalla

4
ab

4;

O

b
_[q(x, y)sina;xsin g,y dxdy. (6.5)
0

Sijoittamalla taipuman ja kuorman lausekkeen (6.1) ja (6.4) laatan taipuman
differentiaaliyhtaléon

84W+2 o'w aw _q
ox*  ox’oy? ay D

saadaan aluksi
D> wy o sinaxsin By +2> > w; o BZ sina;xsin B,y
+ D W o sina;xsin B,y = %quu sin; xsin B,y

ja edelleen
DD W (o + 22 B2 + B —q%]sin a;xsin B,y =0.

Tama yht&lo on voimassa kaikilla muuttujien x ja y arvoilla, jos sarjan kussakin
termissa sinilausekkeiden tuloa edeltdva hakasulkulauseke h&vida. N&in taipuman
kaksoissinisarjan (6.1) kertoimille saadaan tulos

0;

=—————— (i,] =1,2,..). 6.6
"= gy (=12 (66)

Taipuman  lisdksi  kiinnostuksen  kohteena ovat usein laatan erilaiset
jannitysresultantit. Niille voidaan helposti muodostaa sopivia lausekkeita l&htien
jannitysresultanttien ja taipuman yhteyksistd (2.18), (2.19) ja (4.5). Esimerkiksi
taivutusmomentille M, saadaan
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w o

M, =-D(—-+v
(aXZ 8y2

X

0 00 00 00

= _D[Z;Z;_W“aiz sina; xsin B,y + Z;Z;_V\Niiﬂiz sina;xsin gyl (6.7)
1=l = i=l j=

0

=D> > w, (af +vB7)sina;xsin B, y.

i=1 j=1

Vapaasti tuetun suorakaidelaatan Navier’n ratkaisu saadaan siis seuraavasti:
1) Muodostetaan kuorman sarjan kertoimet ¢, kaavalla (6.5)

2) Lasketaan taipuman sarjan kertoimet w; kaavalla (6.6)

3) Mééritetdan taipuman w(x, y) ja jannitysresultanttien arvoja halutuissa pisteisséa
(vrt. kaavat (6.1) ja (6.7)).
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Esimerkki 6.1: Vapaasti tuettu suorakaidelaatta, jota kuormittaa tasainen kuorma.
Madritetadn Navier’n menettelylla kaavat laatan taipuman ja taivutusmomentin M,

laskemiseksi laatan keskipisteessa. Lasketaan niiden arvoja sivusuhteen a/b eri
arvoilla, kun Poissoin vakio on v =0,3.

*
- | X
| |
| |
| |
b I ~U~ |
| |
| |
] |
y
Kuorman sarjan kertoimet:
_4ab ) ) dd_4qoab- . dd
a; _Eﬂq(x, y)sin ¢ xsin g, ydx y—g}[!smmxsmﬂjy xay
a x°cos S
_ 49, cosa.xl By _ 4q, (1-cose;a)(L-cos B;b) = %(l—COSiﬂ')(l—COS i)
aby o o B aba, 3, 77

Nahdaan, etta q; =0, kun i ja j saavat parillisia arvoja. Parittomilla arvoilla i ja j
saadaan

164,

i T 2

ijr

(i,j=135-)

Taipuman sarjan kertoimet:

" 4
Wij qu 16q0 % b 1 qOb 1 (|1 J :113’ 5’)
D(a? + A1) DA (& + ) it C )+ I°F D

Taipuma w ja taivutusmomentti M, laatan kesipisteessa:

(— —) Zn:Zw sm—sm’B—b
smI sin iz
” ZW sin— S|nj—”—q°b4E v S
i o 2 D »°

i=1'3"“ij=1’3’mij[(Z)ziz + j2]2

Rak-54.111 Rakenteiden mekaniikka B, luennot osa 111 337



a b n 4 2 2 . 0!3. . ﬂjb D 1 u 2r:2 b 2 -2 . |7Z' .
M (=,—-)=D W, (ve” + p7)sin—sin— = —- Wz [1v(=)" + J°]sin—sin—
y(2 2) i |J(Va| ﬂ]) 2 2 b2 i:1; uﬂ-[ V(a) J ] 2 2
L b .
n n [Izv(i)2 + Jz] H
=qpb* Y. % a sinZsin %

=13 (i3, 7T ij[(Z)Zi2 +i°T

Kummankin summan termien lukumaardksi on otettu n. Tutkitaan ensin sarjojen
suppenevuutta sivusuhteen a/b arvoilla 1 ja 2 ottamalla sarjaan eri méé&ra termeja.

o | | wED0rabY | MG D) Kap)

a/lb=1 | a/lb=2 | a/lb=1|alb=2
1 1 0,004161 | 0,010651 | 0,0534 | 0,1130
3 9 0,004055 | 0,010076 | 0,0469 | 0,0999
5 25 0,004064 | 0,010139 | 0,0482 | 0,1023
7 49 0,004062 | 0,010126 | 0,0477 | 0,1014
15| 225 |0,004062 | 0,010129 | 0,0479 | 0,1016
25| 625 |0,004062 | 0,010129 | 0,0479 | 0,1017

N&hdaén, ettd suppeneminen on sarjan termien lukumaérdén (nxn) nahden varsin
hidasta ja taipuma (perustuntematon) suppenee nopeammin kuin taivutusmomentti
(sisaltaa taipuman toisia derivaattoja). Laatan ja sen kuormituksen kaksoissymmetrian

vuoksi laatan keskipisteen taipuma ja taivutusmomentti M, ovat samalla niiden
maksimiarvot ja w,,, ja M, . Laskemalla naité arvoja eri sivusuhteilla saadaan alla

olevat, sangen kayttokelpoiset kdyrét.

o | o
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Esimerkki 6.2: Vapaasti tuettu suorakaidelaatta, jota kuormittaa tasainen suorakaide-
kuorma. Méaritetddn Navier’n menettelylld kaavat, joiden avulla voidaan laskea
taipuman, taivutusmomenttien ja vaantomomentin sekd korvikeleikkausvoimien

arvoja laatan halutuissa pisteissa.

Kuorman sarjan kertoimet:

4 25 . .
g ——bj;.!'q(x, y)sin a; xsin S, ydxdy
£+cp+d E+c 7td c0g
= f j Qo Sin ¢ xsin g, ydxdy = —= 4G, °| Cos X £y
ab Send ab oo L B
- ;‘% [cosa, (£ +¢) —cosay (£ — )] [cos B (17 +d) — cos 5, (17— )]
a aiﬂj 2sing;é singic 2sin ;& sin Bin
:&sinaifsinaicsin/?.nsinﬁ.d
aba, 3, ! :

Taipuman sarjan kertoimet:

0; _ 164,

Wi = = sina; Esina.csin B.nsin S.d
1j D(Gli2 +ﬁj2)2 Dabaiﬂj (aiz +ﬂj2)2 a|§ a| ﬂﬂ? ﬂj

Taipuma:

w(x,y) = ZWU- sing; xsin g,y

i=1 j=1
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Taivutusmomentit ja vadntdmomentti:

Kaavojen (2.18) perusteella saadaan

M, = w; (a” +vB7)sing;xsin B,y
i=1 j=1
M, = DZZ w, (vei® + B7)sine;xsin B,y
8y i=1l j=1
82
M,, = v ooy =-D(1- v)Zl"Jlewua,ﬂ COS ;X COS /3,y

Leikkausvoimat:

Kaavan (2.19) perusteella saadaan

ow --D cos ;X sin
(8x 8X82y) Z_;,; Lo, (o + BE)cosaxsin By
a3W 63 n n
Q, =-D(=5 —)_—DZZwijﬂj(af+,sz)sinaixcos,[)’jy
ox“oy i=1 j=1

Korvikeleikkausvoimat:

Kaavan (4.5) perusteella saadaan

:—D[ +(2— )a oy -1=-D> > wai[af +(2-v) Bl ]cosa;xsin B,y
i=1 j=1
o*w o*w N3

1=-D wﬁ[ﬁ +(2-v)a} Isina;xcos B,y

V, =-D[—+(2-v
’ [ay3 ( )8X26y i=1 j-1 !

Laskelma on nyt mahdollista suorittaa laatimalla kaksoisalleviivattuihin kaavoihin
perustuva ohjelma jollakin matematiikkaohjelmistolla.

Tarkastellaan lopuksi esimerkkind tasaisen kuorman kuormittamaa g, nelitlaattaa.
La&htbarvot tdssé tapauksessa ovat b=a, &=np=c=d=a/2. Seuraavan sivun
kuvassa on esitetty MATLAB-ohjelmalla lasketut taipuman  w(Xx,y),
taivutusmomentin M, (x,y), vaantdmomentin M, (x,y), leikkausvoiman Q, (x,y) ja
korvikeleikkausvoiman V, (x,y) dimensiottomat jakaumat. Na&iden suureiden

maksimi- ja minimiarvot voidaan myods méarittdd likimain kuvan avulla. Niiden
dimensiottomat arvot saadaan ao. varipylvaan yla- ja alapdan numeroarvoina. Kuvan

perusteella  voidaan  esimerkiksi  paatells, ettd w, ~0,004q,8°/D ja
M ... ~0,047q,a°, jotka vastaavat edellisessa esimerkissa saatuja tuloksia.

X,
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-3

Taipuma WD/ g,a*:
w10

1 4
09
35
ne
3
07
06 25
= 0.5 2
04
15
03
1
0z
0.1 05
a
a 0z 0.4 0E ne 1
X

Taivusmomentti M, /q,a’: Véantomomentti M /g,a%:

1 1
ng 09
0.8 ' 0.8
07 07
0.6 ’ 0.6

=05 ~05 0
0.4 ’ 0.4
03 03 -
0.2 - 0.2 0.0z
0.1 0.1
-0.03
DEI 0z 0.4 0B ns 1 DD 0z 0.4 0.6 ns 1
x x

Leikkausvoima Q, /g,a: Korvikeleikkausvoima V, /g, :

1 1
ng 0s
ns 0.8
07 07
06 06

=05 =05

0.4 0.4 "
03 - 03
02 0. 02 h
0.1 0.1 -

DD 0z 0.4 0.6 0.8 1 DD 0z 0.4 0.6 0.8 1 -

X X
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Esimerkki 6.3: Maéaritetddn kayttden hyvaksi esimerkin 6.2 tulosta ja rajatarkastelua
taipuman sarjan kertoimien w; lauseke suorakaidelaatalle, jota kuormittaa

pistekuorma F kohdassa x=¢&, y =n. Médritetddn saadun tuloksen avulla laatan

keskipisteen taipuma, kun pistekuorma vaikuttaa laatan keskipisteessé.

IImaistaan suorakaidekuorman intensiteetti g, resultantin F avulla:

F
F=4q0Cd = (, ZH

Sijoitetaan tulos suorakaidekuorman kehitelmén kertoimien kaavaan:

—ﬁsinagsmaicsinﬂ sin f,d
% =g N a,C i pd

Suoritetaan rajankaynti', jossa c — 0, d — 0:

. 4F . sing;C . sin g.d
o= lim (—sing, sin B, !
ql] caO,daO(ab |§ aiC ﬂﬂ? ﬂjd )
4F . . singc, . . sing.d
=—sing,lim Z)sin 8.7 lim .
ap S E M) A =20
:ﬁsinaifsinﬂjn
ab
Taipuman sarjan kertoimet:
Q;j 4F . .
W, = = sing, &sin .
" D&’ +pB7)  Dab(a +B;) e sin i
! Rajankdynnissa kaytettiin hyvaksi tulosta Iirr(]ﬂ =1.
X—> X
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Pistekuorma laatan kesipisteessd £ =a/2, n=b/2:

[«
— ——— X
bl | Q———:-—- 2
L]
|, a
S=—1
<3
y
Taipuman sarjan kerroin:
4F _aa . Bb  Fp? 4 i . jm
W = ———————sin——sin = sin—sin—
Dab(a; + f;) 2 2 2

O 2 i+ iy
a

Taipuma laatan keskipisteessa:

Viimeinen yhtasuuruusmerkki johtuu taas siitd, etta i:n ja j:n parillisilla arvoilla
sinitermi haviéa ja parittomilla se saa arvon 1.

Taivutusmomentti M laatan keskipisteessa:

) DY 3w, (v + 7)sin “25in 20
i=l j=1 ? ’
ST (500 R
. a sin 2% sinz 47
ErRE E[(Ei)2 + T i
b a

Tutkitaan ensin sarjojen suppenevuutta sivusuhteen a/b arvoilla 1 ja 2 ottamalla
sarjaan eri maaré termeja.
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| et W(%,%)D/(sz) M, (g,g)/ F
a/lb=1]|a/b=2 | al/b=1|alb=2
1 | 1 | 00103 | 00131 | 01317 | 0,1394
3 | 9 | 00112 | 00155 | 01990 | 0.2085
5 | 25 | 00114 | 00160 | 0,2401 | 0,2496
7 | 49 | 00115 | 00163 | 0,2695 | 0,2791
15 | 225 | 00116 | 0,0165 | 0,3409 | 0.3505
25 | 625 | 0,0116 | 0,0165 | 0,3910 | 0.4006
100 | 10000 | 0,0116 | 0,0165 | 05304 | 0,5399

N&hdaan, ettd taipuma suppenee, mutta taivutusmomentti ei. Tdma johtuu siitd, ettd
ideaalisen pistekuorman kohdalla laatan taivutusmomentti on &areton. Laskemalla

laatan taipuman arvoja eri sivusuhteiden arvoilla, saadaan alla oleva kayra.

0.17

0.16

0.15

0.13F

0.12

0.11

2.5

3.5

ol wr

4.5 5
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6.2 Yksinkertaiseen sinisarjaan perustuva, ns. Lévy’n ratkaisu suorakaide-
laatalle ja laattakaistalle

Lévyn (Maurice Lévy, 1899) ratkaisu on kayttokelpoinen, kun tarkasteltavan laatan
kaksi vastakkaista reunaa on vapaasti tuettu. Kysymykseen tulee suorakaidelaatta
(kuva 6.2a) tai puolidéreton laattakaista (kuva 6.2b), jonka kaksi vastakkaista reunaa
on vapaasti tuettu.

a a

@ [«—| (b) |«—
vl | T X T T X
| | | |
| | | |
b| [ ~a~ | | ~q~ |
| | | |
| | | |
! ! ! !
- e
y y

Kuva 6.2: y-akselin suuntaisilta reunoiltaan vapaasti tuettu (a) suorakaidelaatta ja (b)
laattakaista.

Siind probleeman tuntematon funktio, taipuma w(x,y), esitetddn yksinkertaisen
Fourierin sinisarjan avulla. Tarkastellaan kuvan 6.2 y-akselin suuntaisilta reunoiltaan
vapaasti tuettua suorakaidelaattaa ja esitetddn taipuma yksinkertaisena sinisarjana
(vrt. liite A)

w(X,y) =iwi(y)sin o X, (6.8)
i=1
missa
o = (6.9)
a

ja sarjan kertoimet w;(y) ovat muuttujan y tuntemattomia funktioita. Helposti

néhdaan, ettd taipuman lauseke (6.8) toteuttaa laatan y-akselin suuntaisilla reunoilla
seuraavat ehdot

O*w

W=
ox?

=0,kun x=0jax=a (6.10)

N&ma& ovat vapaasti tuetun reunan reunaehdot (vrt. kaava (5.10)). Taipuman lauseke
(6.8) toteuttaa siis automaattisesti vapaasti tuetun reunan reunaehdot laatan y-
akselin suuntaisilla reunoilla. Reunaehtoja x-akselin suuntaisilla reunoilla taipuma
(6.8) ei sen sijaan automaattisesti toteuta. Levy’n ratkaisua kdytettdessa laatan Xx-
akselin suuntaisten reunojen reunaehdot voidaan valita halutun tyyppisiksi, joten
muunlaisetkin kuin vapaasti tuetut reunat tulevat kysymykseen.
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Jotta taipuman lauseke (6.8) saataisiin toteuttamaan laatan differentiaaliyhtald,
lausutaan myds laatan jakautunut kuormitus q(x, y) yksinkertaisena sinisarjana

q(x,y) =D g (y)sine;x, (6.11)
j=1
jonka kertoimet ovat tunnettuja muuttujan y funktioita ja voidaan méarittaa kaavalla
2 ¢ .
qi(y):gj'q(x, y)sin e, xdx . (6.12)
0

Sijoittamalla taipuman ja kuorman lausekkeen (6.8) ja (6.11) laatan taipuman
differentiaaliyhtaloon

o'w o'w  o'w g
T2t =
0X ox-oy® oy D

saadaan aluksi

: d*w, : d'w, 1 :
D w o sinax—2) 0y alsinax+ Y. &y smaix=52qismaix
ja edelleen
4 2
Z[d V:/' —2a! d V\Zl‘ +ai4wi—&]sinaix=0.
dy dy D

Tama yhtalo toteutuu, jos sarjan kussakin termissé sinilausekkeiden tuloa edeltavé
hakasulkulauseke hadvidad. Nain taipuman sinisarjan (6.8) kerroinfunktiolle
w; (y) saadaan differentiaaliyhtélo

4 2
AL TP B =q—Di. (6.13)

dy dy

Yhtalo (6.13) on neljannen kertaluvun lineaarinen, tavallinen differentiaaliyhtald
funktion w; (y) ratkaisemiseksi.

Tallaisen lineaarisen differentiaaliyhtalon ratkaisu on muotoa

Wi () = W; () + Wo; (), (6.14)
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missa W; (y) on homogeenisen® yhtalon yleinen ratkaisu ja Wi (y) on taydellisen
yhtalon erés yksityisratkaisu.

Homogeenisen differentiaaliyhtalon yleinen ratkaisu voidaan esittd4d muodossa
W, (y) = (A + B y)e™” +(C; + Dy y)e Y (6.15)
tai vaihtoehtoisesti muodossa

W; = (A + Bje;y)cosh;y + (C; + Dy y)sinh ey (6.16)

missa A, B;, C; ja D; ovat integrointivakiot (liite B), jotka voidaan maarittaa laatan

x-akselin suuntaisilla reunoilla vallitsevien reunaehtojen perusteella. Ratkaisu (6.15)
soveltuu kaytettavéaksi, kun kysymyksessa on puolidéreton laattakaista, ja ratkaisu
(6.16), kun kysymyksessa on suorakaidelaatta.

Levy’n ratkaisua kaytettdessd joudutaan funktioita (6.15) ja (6.16) derivoimaan.
Koska derivointi on melko ty0lastd, tarvittavat derivaatat on maédritetty valmiiksi
taulukkoon 6.1.

Taulukko 6.1: Funktion w, (y) derivaattoja

Funktio: W (y) = (A +Bja;y)e™) +(C; + Doy y)e Y
aw; _ a
1. d_yl = o;[(A +B; +Bie; )" +(-Ci + D; - Dy y)e V]
derivaatta
d?w, _ .
2. dyzl = af [(A +2B; + B y)e™ +(C; —2D; + Dy y)e Y]
” d° _ @y ~aiy
3. V:ai [(A +3B; +Bjajy)e™ +(=C; +3D0; - Dyy)e ™71
Funktio: W, = (A +Bja;y)cosh oy + (C; + Dy y) sinh oy y
div:
1. M o[(C; +B; + Dy y) cosh oy + (A + D; + By y) sinh o y]
derivaatta y
d?w;
2. ” ! =ai2[(A +2Di +Biai y)COSh aiy+(Ci +ZBi +Diai y)Slnh a; y]
dy?
d*w,
3. ” —':ai?’[(Ci +3Bi +Diai y)COSh aiy+(A +3Di +Biai y)Slnh [o4] y]
dy®

Levy’n ratkaisua k&ytettdessd joudutaan myos toistuvasti muodostamaan laatan eri
voima- ja siirtymésuureiden sarjakehitelmida. Laskentatydn vahentdmiseksi sarja-

2 Homogeenisella differentiaaliyhtalolla ymmérretaan yhtaloa, jossa esiintyy vain tuntemattoman

funktion ja sen derivaattoja siséltavia termejda, mutta ei tunnetusta funktiosta muodostuvaa termié.
Esimerkiksi yhtélod (6.13) vastaavassa homogeenisessa yhtalossa oikean puoleinen, kuormituksen
g; (y) sarjan kertoimen siséltava termi on nolla.
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kehitelmat ja kehitelmien kertoimien lausekkeet (taipuman kertoimen w; = W; + wy; ja
sen derivaattojen) avulla ilmaistuina on muodostettu valmiiksi taulukossa 6.2.

Taulukko 6.2: Laatan voima- ja siirtyméasuureiden sarjakehitelmia

Suur | Sarjakehitelma Kerroin
e
w W= wsina;x W = W +Woj
?x oy =Zg0xi C0S ¢ X Oxi = oW
Py oy :Z%i sin o X 9y :%
dy
M M, = » M, sinag;x d?w:
" " z § I My = -D(-af w; +v 7"
M M, = > M, singx d2w
’ y = 2 My sines Myi = -D(——vaiw)
dy
M = . .
x| My _ZMXV' cos ;X My = -DA-)e; aw;

Qx Q :ZQxi COS o X - d2w,

_ : 3
Qy Qy _ZQyi sin g x Q =—D(d v;/i _a? dwi)
dy dy

Vy Vy = ) Vyi cos X d?w,

Vi = -Dl-aw; +(2-v)a; ——]
dy

Vy vy = Zvyi sin g x o
yi

3 . .
Vi = D[d_w'_(z_v)af%
dy® d

Tdaydellisen yht&lon (6.13) yksityisratkaisulle voidaan johtaa (liite C) yleispateva
lauseke

1
202D

y
Woi (Y) = J'[ai(y—t)coshai(y—t)—sin he; (y —t)]a; (t)dt. (6.17)
0

Siind erikoistapauksessa, jossa kuormitus on vain x:n funktio ts. q=q(x), tai se
riippuu lineaarisesti y:sté, voidaan johtaa (liite D) toisenlainen yksityisratkaisu

WOi = (618)
jota on téllaisissa tapauksissa usein helpompi kéyttaa.

Huomautus: Jos laatalla ei ole jakautunutta kuormaa, yksityisratkaisu luonnollisesti
haviaa ts. wy; =0.
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Esimerkki 6.4: Madritetddn kayttden Leévy’n menetelmdd kaikki kaavat, joita
tarvitaan oheisen, tasaisen kuorman q, kuormittaman, vapaasti tuetun

suorakaidelaatan taipuman w, taivutusmomentin M, , vaantdmomentin M,, ja
korvikeleikkausvoiman V, madrittamiseksi laatan pisteessa, jonka koordinaatit ovat x
jay.

Kuorman sarjan kertoimet:

26.
q; =—fqosinaixdx=
a
0 0

20, "i‘(_ COS & X

) = 2% (1-cosa;a) = ﬁ(l—cosi;r)
a; a;a \7T

Helposti ndhdaan, etta parillisilla i:n arvoilla kertoimet ovat nollia ja parittomilla
saadaan

G =25 (-135.)
\7T

Yksityisratkaisu:

Koska kuorma ei riipu y:std, yksityisratkaisu saadaan kaavalla (6.18)

4qf (=135,

Woi = -
iza; D

Reunaehdot x-akselin suuntaisilla reunoilla:

Reunat y =0 ja y =b ovat vapaasti tuettuja, joten reunaehdot ehdot:

2

w(x,0) =0, a—\;v(x,O) ~0
2

w(b) =0, T2 (xb) =0

Naitd vastaavat reunaehdot taipuman sarjan kertoimille ovat
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d2w;
w; (0) =0, 7(0)=0,

d?w,
w; (b) =0, 0y (b)=0.

Sijoittamalla ndihin yleinen ratkaisu

W, =W, +Wy; = (A +Bjay)coshe;y + (C; + Dy y)sinh o y + W

ja sen toisen derivaatan lauseke®

0
—

d?w,  d?W,  d2wy
= +
dy2 dy2 dy2
= aiz[(Ai + 2DI + Biai y) cosh a;y+ (CI + ZBI + Diai y)5|nh a; y]

saadaan yhtéaléryhma

A +Wo; =0,

A +2D; =0,

(A + Bya;b)cosh ;b + (C; + D;a;b)sinh a;b + wg; =0,

(A +2D; + Bjajb)cosh b + (C; + 2B; + D;e;b) sinh ;b = 0,

jonka ratkaisuksi saadaan

A =W,
B = w- 1-coshe;b
P 2sinhggb
(1—cosh a;b)(a;b — 2sinh ¢;b)
Ci = Wy; —— =,
2sinh“ o;b
Di ZE.
2

Saatujen integrointivakioiden avulla taipuman sarjan kerroinfunktio, sen ensimmainen
ja toinen derivaatta saadaan siis (vrt. taulukko 6.1) kaavoista

W, (y) = (A + Bjajy)cosha;y + (Cj + Djejy)sinh o y + Wy; ,

¥ Yksityisratkaisu on y:n suhteen vakio.
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cil—v)\:i = ai[(Ci + Bi + Diai y)COShOKiy-F(/Aﬁ + Di + Biai y)Slnh a; y],

2

dyvzvi = &?[(A +2D; + B y)cosha; y + (C; + 2B; + Dy y)sinh e y).

Taipuman w, taivutusmomentin M, , vaantomomentin M, sekd korvikeleikkaus-
voiman V, (reunalla x = 0) lausekkeet:

Taulukosta 6.2 saadaan sarjakehitelmiksi

w(x,y) = anwi (y)sing;x,
i=1

M, (%Y) = 3 My (y)sinasx,
i=1

n
My (X, ¥) = D" My (y)cosa;x,
=

Vy(x,y) = Zn:in (y)cosa;x
i=1

ja kertoimien lausekkeiksi

d2w,
My (Y) = —D(-aW; +v——),
dy

dw
Myyi (¥) =-D-v)e; d_yl

2
Vyi (1) = ~Dl-afwg + (2 v)a; Sy
dy

Laskelma on nyt mahdollista suorittaa sopivalla matematiikkaohjelmalla ké&yttéden
kaksoisalleviivattuja kaavoja.
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Liite A: Fourierin sarjat

Fourierin sarjat ovat korvaamaton apuvaline monien sovelletun mekaniikan
probleemien analyyttiseen kaésittelyyn. Tallaisia probleemia ovat esimerkiksi
kimmoteorian osittaisdifferentiaaliyhtalot, rakenteiden varahtelyt, 1&mmon virtaus
sek& sahkdmagneettiset aallot.

A.1 Yksinkertainen Fourierin sarja

Fourierin teoreeman mukaan mielivaltainen jaksollinen funktio* f(x) voidaan esittaa

aarettdmané sarjana, jossa esiintyy kosini- ja sinitermejd. Taten alkuperdinen funktio
korvataan lukuisten sini- ja kosiniaaltojen superpositiolla. Jaksollisen funktion f(x),

jonka jakson pituus on® p = 2L, Fourierin sarja voidaan esittdd muodossa

X 27X Nz X
f(x)=4a, +a1cosT+a2 cosT+~~+an cosT+-~

+blsinﬂ—x+bzsin%+~-+bnsinm+~-
L L L

tai lyhyemmin
f(x)=a,+ Z (a, cosa;x +Db, cose;x), (A1)
i=1
missa
iz
=, A2
= (A2)

f(x)

AA
U

Kuva A.1: Mielivaltainen jaksollinen funktio f (x)

*Funktion f(x) sanotaan olevan jaksollinen, jos on positiivinen luku p, siten etté
f(x+p)=f(x) (vrt. kuva A.1). Lukua p kutsutaan jakson pituudeksi.

® Seuraavissa tarkasteluissa on tarkoituksenmukaista kéayttaa jakson pituuden p sijasta
sen puolikasta L.
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Jos funktio f(x) tunnetaan, sarjan kertoimet saadaan kaavoilla

1 L
aO:Z_[f(x)dx,

L
a = %j f (x) cos o, xdx (A.3)
N =123,

1 ,
b = EJ:_ f (x)sin o; xdx

Tapauksissa, joissa tarkasteltava funktio f(x) on joko parillinen tai pariton,

Fourierin  sarjalle  on  tarkoituksenmukaista  esittdd  vastaavat  hieman
yksinkertaissmmat kaavat. Muistamme, ettd funktio f(x) on parillinen, jos

f(—x) = f(x), ja se on pariton, jos f(—x)=—"f(x) (vrt. kuva A.2). (N&in esimerkiksi
cose;x on parillinen- ja sin g, x on pariton funktio.)

@ f(%) ® f%)

AN/ A
\/ \V,

Kuva A.2: (a) Parillinen funktio ja (b) pariton funktio

Jos funktio f(x) on parillinen, saadaan

L L L
[ f00sinaxdx=0, [ f(x)cosa,xdx = 2[ f (x)cos e, xdx
-L 0

jajos funktio f(x) on pariton, saadaan

L L

L
Jf(x)sinaixdx=2Jf(x)sinaixdx, If(x)COSaixdx=O.
0

Néiden tulosten avulla parillisen funktion f(x) kosinisarjalle saadaan esitys

F(x)= f, +> 1, cosayx, (A4)

i=1
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missa sarjan kertoimet ovat

f, = %J(L: f (x)dx,
(A.5)

L
f, =Ej f(x)cose,xdx 1=12,3,---.
LO

Vastaavasti parittoman funktion f(x) sinisarjalle saadaan esitys

f(x)=> fisingx, (A.6)
i=1
missa sarjan kertoimet ovat
(A7)

L
f =2 [ f(0sinaxdx i=123
LO

Esimerkki A.1: Kehitetddn oheinen "hammasfunktio” Fourier-sarjaksi.

f(x)

Kysymyksessé on parillinen funktio, joten kdytetddn kosinisarjaa. Integrointivélilla
0<x <L funktio f(x) on

h, kunO§x<%

f(x)=
0, kun —<x<L
2
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Kaavasta (A.5) seuraa sarjan kertoimille

1L 1 L/2
f, :Il f(x)dx=r(! hdx+U2
L/2

2§ 2 ;
f, =I£f(x)cosaixdx=t(£ hcos o, xdx + I h

2h . iz
=——sin—.
17 2

L L/2
dex):E | x=
Lo

L/2

N =

2h

-0dx) = —
oL

Kaavasta (A.4) saadaan, kun sarjasta otetaan n termié

f(x) = f0+zn:fi COSaiX:g-;-Zn:

i=1 i=1

Oheiseen taulukkoon on laskettu funktion f(x)/h arvoja valilla 0 < x <L, kun

2h

h . iz .X
—sin—cos(iz—) .
i 2 L

n=1 3jab.

x/L| n=1|n=3]| n=5

0 1,137 | 0,924 | 1,052
0,2 | 1,015 | 1,081 | 0,953
0,4 | 0,697 | 0,868 | 0,996
0,6 | 0,303 | 0,132 | 0,004
0,8 | -0,015|-0,081 | 0,047

1 |-0,137 | 0,076 | -0,052

L

/
|
0

2

. 2h .
sing;Xx =——sin
L

a:

Oheiseen kuvaan on piirretty funktion f(x) kuvaaja, kun n=1, 3ja5.

f(x)
n=1
’*4;\ _en=3

o ‘€'\</_.n=5|
\ i
\ |
§'\ 1

L
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Tietylla aarellisella valilla maéritelty ei-jaksollinen funktio voidaan myds esittaa
Fourierin sarjana ajattelemalla sen jatkuvan maarittelyvalinsg yli. Valilla 0 < x <L
maédritelty funktio f(x) on kuvassa A.3 ajateltu jatkuvan jaksollisena parittomana
funktiona. Se voidaan siten esittd4 sinisarjana

F(x) = i f sinax. (A8)

Kuva A.3: Vilillad 0 < x < L médritelty funktio f(x) ja sen jaksollinen pariton jatke.

Saman funktion f(x) on kuvassa A.4 ajateltu jatkuvan jaksollisena parillisena
funktiona. Se voidaan siten esittdd my0ds kosinisarjana

F(x)= f, + > f, cosax (A9)

i=1

Kuva A.4: Vélilla 0<x<L mééritelty funktio f(x) ja sen jaksollinen parillinen
jatke.
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A.2 Kaksinkertainen Fourierin sarja

Tarkastellaan kahden muuttujan funktiota f(x,y) joka on mééritelty suorakaiteen
muotoisessa alueessa 0<x<a, 0<y<b (kuva A.5). Kehitetddn funktio ensin
valilla 0 < x <a muuttujan x sinisarjaksi

f00y) = D f(y)singx, (A.10)
missa
f. (y) =§j f(x, y)sin e, xdx (A.11)
f(xy)
f(xy)

Kuva A.5: Suorakaiteen muotoisessa alueessa méaéritelty kahden muuttujan funktio

ja «a,=irla. Nyt sarjan kertoimet f,(y) ovat yhden muuttujan y funktioita.
Ajatellaan edelleen ne kehitetyksi valilla 0 <y <b muuttujan y sinisarjaksi

fi(y)zz fysingy, (A.12)
j=1
missé
2 b
fy =] fi(y)sin f;ydy (A.13)
0
ja g, = ixlb.
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Sijoittamalla kertoimien f. (y) kehitelma (A.12) funktion f(x,y) kehitelmaan (A.10)
ja kertoimien f,(y) lauseke (A.11) kertoimien f; lausekkeeseen (A.13) saadaan
funktion f(x,y) kaksinkertaiselle Fourier sinisarjalle lauseke

F(x,y) = ii £, sina,xsin 4,y (A.14)

i=1 j=1

ja sen kertoimille lauseke

—h
Il

ab
; i” f (X, y)sine;xsin B, ydxdy. (A.15)
00

Q
(e

== B =JT”. (A.16)
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Liite B: Lévy’n ratkaisussa esiintyvan differentiaaliyhtalon (6.13) homogeenisen
osan yleisen ratkaisun maarittaminen

Ilman alaindeksiéa i differentiaaliyhtalén (6.13) homogeeninen osa on

d*w d?w
4 ~2a’ dv?

+a'w=0. (B.1)
dy y

Otetaan yritteeksi w=¢e" ja sijoitetaan se yhtaloon (B.1), jolloin saadaan
(r* —2a°r® + o*)e” = 0 ja karakteristinen yhtald on

r‘—2a’r* +a*=0. (B.2)

Sijoituksella & =r? saadaan tasta toisen asteen yhtalo &2 —2a2&+a*=0, jonka
ratkaisuksi tulee kaksoisjuuri &=ca®. N&in r:n méarittamiseksi saadaan kaksi

identtista yhtaloa r2 =a?, joista molemmilla on kaksi ratkaisua r =+a ja r=-«a.
N&in karakteristisen yhtalon nelja juurta ovat = =a, b =r,=—a. Tamin

tuloksen perusteella saadaan seuraavat yhtaloén (B.1) toteuttavat funktiot w, =e*Y,
W, = ye®, wy =e Y jaw, = ye™*Y. Yhtalon (B.1) yleinen ratkaisu saadaan ndiden
lineaarikombinaationa eli W= Aw; + Bw, + Cw; + Dw,. Nain etsimdamme ratkaisu saa
muodon

w(y) = (A+By)e?Y +(C + Dy)e™®V . (B.3)

Tasta saadaan edelleen

w(y) = Ae®Y +Ce ¥ + Bye®Y + Dye™®Y
= ALZC e +e ™)+ %(eo‘y —e™)

+ ¥ ye® +e )+ B;ZD y(e® +e )

=(A+C)coshay+(A-C)sinhay+ (B+D)ycoshay+ (B—D)ysinhay
ja merkitsemalla
A'=A+C,B'=B+D,C'=A-C,D'=B-D
lopuksi

w(y) =(A"+B'y)coshay+(C'+ D'y)sinhay. (B.4)
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Liite C: Lévy’n ratkaisussa esiintyvan differentiaaliyhtalon (6.13) yksityisrat-
kaisu (6.17)

Ilman alaindeksié i differentiaaliyhtalon (6.13) homogeeninen osa on

d*w d?w
4 ~2a’ dv?

dy y

4 q
= C.l1
+atw=— (C.1)

Etsitaan ensin sen ratkaisu tapauksessa, jossa kuorma q(y) (td&sméllisemmin kuorman
q(x, y) sarjan kerroin) on valilla t <y <t + At vakiosuuruinen g, ja muualla nollats.

0o = vakio, kunt <y <t+At

) = {0, kunt+At<y (€.2)

ja vaaditaan, ettd taipuma w(y) (tdasmallisemmin taipuman w(x, y) sarjan kerroin)
toteuttaa pisteessé y =t seuraavat ehdot

dw d?w d3w
=0, —(t)=0, —(t)=0, —(1)=0 C.2
WO =0 =0 " O=0 " 50 (C2)
qacy)
Yo
| y
t At

| || y
Kuva C.1: Kuorman q(y) maérittely

Otaksutaan véli At, niin pieneksi, ettd kolme ensimmaista yhtdléa (C.2) ovat
voimassa koko valillat <y <t -+ At. Tallin differentiaaliyhtald (C.1) saa talla vélilla

muodon

' (C3)

Integroimalla vélin yli saadaan tasta

t+At 44 t+At 3 3
IW gy - [ gy = AW e rat) - I s aty = B at) - Boar
o dy : D dy dy D D
3
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Etsitdadn nyt yhtalén (C.1) ratkaisua alueessa y >t+ At. Sielld siis g(y) =0, joten
kysymyksessa on homogeeninen yhtéld. Kuvan C.1 koordinaatin y’avulla lausuttuna
homogeenisen yhtélon yleinen ratkaisu on (vrt. taulukko 6.1)

w(y") =(A+By')cosay’+ (C + Dy)sinay’ (C.5)
ja sen on toteutettava alkuehdot

d2w d3w QoAt

dw
w(0) =0, d_y'(o) =0, dy_’Z(O) =0, dy_’3(0) =D (C.6)

Jalkimmaisista seuraa (taulukkoa 6.1 hyvaksi kdyttaen) yhtélot
w(0)=A=0,

OI—W(O) =a(C+B)=0,

dy

d?w

2" (C.7)
dy2

(0) = ¢?(A+2D) =0,

3
AW 0) = 03(C +3B) =

GoAt
dy3 ’

joista seuraa integrointivakioille arvot

A:D:O,B:—czsf’% (C.8)
a’D

Taipumalle w(y") saadaan ndin tulos

%At 4y coshary’ +sinhay?, (C.9)

w(y') =
2a°D

joka alkuperdisen koordinaatin y avulla lausuttuna kuuluu

At [a(y—t—At)cosha(y —t—At) +sinha(y —t—At)], y >t+At. (C.10)

w(y) = 2
20°D

Tarkastellaan nyt varsinaista tehtévéa eli yhtélon (C.1) kuormitusta g(y) vastaavan
yksityisratkaisun méaarittdmista.
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acy) -
i acy)

t dt
I 2N

Kuva C.2: Funktiota q(y) vastaavan yksityisratkaisun muodostaminen.

Kuvassa C.2 esitetystd differentiaalisesta kuormituksesta aiheutuva koko taipuman
differentiaalinen osuus dw(y) saadaan kaavasta (C.10) sijoituksella At=dt ja

ottamalla liséksi huomioon, ettd differentiaalinen pituus dton pituuteen t ndhden
h&viavan pieni. Tulos on

aw(y) = 3091 (v —tycoshar(y —t) +sinha(y —t)], y 1. (C.11)

2a°D

Koko taipuma w(y) saadaan summaamalla kaikki Vélilla 0<t<y olevat

kuormituksen differentiaaliset osuudet. Tama tapahtuu integroimalla valin yli.
Tulokseksi saadaan

1
2a°D

y
w(y) = Jale(y —t)cosha(y 1) +sinh a(y ~ ). (C.12)
0

Tama on etsitty yksityisratkaisu (6.17)
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Liite D: Lévy’n ratkaisussa esiintyvan differentiaaliyhtalon (6.13) yksityisrat-

kaisu (6.18)

Tarkastellaan tapausta, jossa kuormitus q(x, y) on koordinaatin y suhteen lineaarinen
funktio. Talléin sen sinisarjan kerroin @;(y) on myos lineaarinen y:n funktio.
Otaksutaan, ettd yksityisratkaisua vastaava taipuma w(X,y) muuttuu vastaavalla
tavalla lineaarisesti y:n funktiona. Sen sinisarjan kerroin w;(y) on siten myo0s

lineaarinen y:n funktio. Nyt

e (D.1)

ja differentiaaliyhtéld (6.13) supistuu muotoon

4 _ G
Wi ai = BI . (D2)
Tastd saamme taipuman sarjan kertoimille tuloksen

woo i (D.3)

Tama on etsitty yksityisratkaisu (6.18).
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