Osa I1l: Kimmoiset laatat

3. Laatan yhtalot sylinterikoordinaatistossa

Tehtava 3.1%:

Maéritetadn oheisen, tasaisen kuorman g, kuormittaman, jaykasti kiinnitetyn ympyralaatan
taipuman ja jannitysresultanttien jakautumat.
Jo
Al T

]
——————— eSS v andl

[
|
|
!

Ratkaisu: ;

Kaavakokoelman (s. 16) perusteella ympyrdlaatan ratkaisu integrointivakioiden avulla
lausuttuna on

w(r) =C, +C,r* + W(r),

@, (r) =2C,r + o(r),

M, (r)=-2D(1+v)C, + M, (r), (a)
M, (r) = —2D(L+v)C, + M, (r),

Qr (r) = _$C4 + (jr (r)

ja yksityisratkaisu (tasainen kuorma g,) on:

_ 19, - 103 3+v _ , = 1+3v =, = 1
W(r)=—-—r", =——1r", M, =- r-~mM,=- r, Q =—=q,r. (b
=441 '=16D 15 % 6="15 B Q=—70r (0)

Reunaehdot laatan jaykasti Kiinnitetylla reunalla ovat w(a) =0 ja ¢,(a)=0. Niist4 seuraa
yhtélot

QD44
64D

——
w(a) =C, +C,a’ +W(a) =0,

% g3
16D

——
¢, (a)=2C,a+,(a) = 0.
joista saadaan integrointivakioille

1 g,a* 1 g,
1 = —_— C2 =
64 D 32 D
Sijoittamalla ndma ja yksitysratkaisun lausekkeet (b) lausekkeisiin (a) saadaan

! T4m4 sama tehtava on kasitelty luentomonisteessa.
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4 2
W(I’):qoa _qoa I,2_}_ qO I,4= qO (a4_2a2r2+r4)
64D 32D 64D 64D
d, 2 .2\2
=—2(a’-r%)?,
64D( )
quz 3+v 5 2 2
M (r)=-2D(1 ———)——0q,r =—[(1 a“—(3 r<j,
(1) =-2D(+ V)2 5) Gt = 2+ v)al - (3+0)r]
M (r)=—2D(1+v)(—M)—ﬂqor2 = o rsv)a? - @1+ 30,
/ 32D° 16 16

an=—§%r

Oheisissa kuvissa (a), (b) ja (c) on esitetty taipuman, taivutusmomenttien ja leikkausvoiman
kuvaajat, kun Poissonin vako on v =0,3.

(@) 1

o | =

64Dw
g,a

16M
(©) 0,2

-0,5

0,5

T
| =

g,a
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Tehtava 3.2%:

Méaritetddn oheisen, keskipisteestdan pistekuorman F kuormittaman, vapaasti tuetun
ympyralaatan taipuman ja jannitysresultanttien jakautumat.

P

Ratkaisu:

Kaavakokoelman (s. 16) perusteella ympyralaatan, jonka keskelld on pistekuorma, ratkaisu
integrointivakioiden avulla lausuttuna on

w(r)=C, +C,r? LA InL+v_v(r)
87 r,

P r
N=2C.r+——r2In—+21) +@(r),
@, (r) 2 8w( . )+o(r)

0

M, (r) =-2D(1+v)C, —8£[2(1+v)|an+3+v]+ M. (r), @)
JT

0

M, (r) = -2D(1+v)C, —8£[2(1+v)lan+1+ 3v]+ M, (1),

0

P1 =
Qr (r) = ___C4 + Qr (r)’
2z r
Koska jakautunutta kuormaa ei ole, yksityisratkaisu haviéa, eli

W(r) = ,(r) =M, (r)=Q,(r)=0. (b)

Jos valitaan r, = a, ratkaisu saa muodon

2 T4mé sama tehtava on kasitelty hieman perusteellisemmin luentomonisteessa.
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P r
wr)=C +C,r’ +——r?In—,
(r)=C,+C, 82D 3

P r
r)=2C,r + ——r(2In—+1),
(or() 2 87Z'D ( a )
M. (r) = —2D(1+v)C, ——[2(L+v)In L +3+1],
87 a

M, (r) =-2D(1+v)C, —i[2(1+ V) L1+ 3v],
8 a

QM=-—1

2rr

(©)

Reunaehdot laatan vapaasti tuetulla reunalla ovat w(a)=0 ja M, (a)=0. Niistd seuraa

yhtélot
w(a)=C,+C,a’ =0,

M., (a) = —2D(1+v)C, —81(3+v) =0,

joiden ratkaisuna saadaan integrointivakioille

B Pa® 3+v C P 3+v

162D 1+v’ 2  16zD1+v

Nyt saadaan taipumalle ja jannitysresultanteille tulokset

Pa’> 1 .3+v r? r’ a
— (1—¥)—2?In?],

W(r) =
) D 167 1+v

Mr(r)=%(1+v)ln%,

M, (r) =%[l—v+ a+ v)ln%],

P1a
QN=-—r"r.
azrr

Oheisissa kuvissa (a), (b) ja (c) on esitetty taipuman, taivutusmomenttien ja leikkausvoiman

kuvaajat, kun Poissinin vakio v =0, 3.
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@ 1

r

1 a
2_
167Dw
Pa* 3}

® | =

[ I
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Tehtava 3.3%:

Oheinen rengaslaatta on siséreunaltaan kuormitettu tasaisella viivakuormalla Q, ja

ulkoreunaltaan vapaasti tuettu. Maérita taipuman lauseke.

Qo
" o A
7 : b v

| |

PN

y

Ratkaisu:

Koska laattaa ei kuormita jakautunut kuorma (q=0) on yksityisratkaisu ja sitd vastaavat

johdannaissuureet  nollia ts. W=@ =M, =M,=Q, =0. Kun valitaan
ympyrarengaslaatan integrointivakoiden avulla lausuttu ratkaisu saa muodon

w(r)=C, +C,r* +C, In%+C4r2 In%,
C, r

@, (r)=2C,r +—+C4r(2ln6+1),
r

M. (r) = -D{2(1+)C, —1;—2Vc3 20+ v) In%+ B+)IC.},
am--2c,.

Reunaehdot laatan reunoilla ovat: M (a) =0, Q,(a) =-Q,, w(b)=0 ja M,(b)=0.

1-v

M. (a)=-D{2(1+v)C, Y

C,+[2(L+V) In%+ 3+W)]C,}=0,

Q(@)=-22c,=-q,
a

w(b) = C, +C,b? =0,
M, (b) = -D[2(1+1)C, —1;—2VC3 +(3+v)C,]=0.

Toisesta yhtélosta saadaan aluksi

¢, -2
4D

¥ Tama sama tehtava on kasitelty hieman perusteellisemmin luentomonisteessa.
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jonka jalkeen ensimmainen ja neljés yhtalé saavat muodon
20nC, + Y e =20+ @ 2,
a b 4
201+ v)C, +1t:—2"c:3 -G+ v)%.
Véahentdmalla nama yhtélot puolittain saadaan

2 2 22
b oat e, =20+v)In? aQR _ o _Qalrv ab
a

D * 2D1-vbh’-a’

Saadaa edelleen

1 1-v 3+vQa _ Qa 3+v 2a’
— C,- = ( 5 In—)
2b° 1+v 1+v 8D 8D ‘1+v b?-a’

2=

ja

b?> 3+v  2a’ a
C,=Cp? =2 - InZy.
! 2 8D (1+v b? —a? b)

Sijoittamalla saadut integrointivakioiden arvot taipuman lausekkeeseen saadaan tulos

w(r)=C,+C,r*+C, In%+C4r2 In_

Qa, 3+v 2a’

8D [(1 b2

1+v a%® , a
In— b? —r?)+4——
O T g

In

In2inLlior InL].
b b

a
-
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Tehtava 3.4:

Oheista ympyranmuotoista levymaistda méntdd kuormittaa painekuorma p. Maaritd suurin
mannassa vaikuttava normaalijannitys o, ja suurin taipuma w,, otaksumalla manta

ympyrarengaslaataksi, joka on ulko-reunaltaan vapaa ja siséreunaltaan jaykéasti kiinnitetty.
Laatan kimmo-moduuli on E ja Poissonin vakio on v =0,3.
o
p

|
IENEEENERENNEEEEEN
7 | v=0,3 {$h

e

Ratkaisu:
p
\Y \ Y Y \ y y \ y r
a=d/10
— b=d/2
I
Z,W

Tasaisella kuormalla kuormitetun ympyrarengaslaatan yleiset ratkaisut:

r r 1opg
W) =C, +Cor2 +CaIn—+CyréIn—+—"r , 1
(r=C+C, 3inZ+Cy 52D (1)
C r 1pg

r)=2C,r+—=+Cur(2In—+1)+—-—r>, 2
@ (1) 2 r ar( a ) 16 D 2)

1-v r 3+v 5
Mr(r)=—D{2(1+V)C2——2C3+[2(1+v)|ng+(3+v)]C4}— 16 pr-, 3)

r
4D 1

Qr(f)Z—TC4—§ pr. 4)
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Reunaehdot:

w(a) = C, + C,a’ +6—14%a4 -0, (5)
o, (a) = 202a+%+c4a+%%a9’ =0, (6)
M, (b) = 1 =0, (")
Q(b)=-"C4-pb=0 = C,=- gi

Ottamalla huomioon, ettd a =d /10,b =d /2 ja v = 0.3, saadaan yhtal6t (6) ja (7) muo-toon

3 3
ECZ +EC3 _49 pd” 0.003063&,
5 d 16000 D D

2
~26C, +?c3 - —0.182329% ,

jonka ratkaisu on:
4 2 4
C,=-0. oooeglsﬂ c, 006897129 ¢, = 00010732
D D

Yhtélosta (5) saadaan tdmén jélkeen.

Taipuman lauseke:

pd*

4
w(r) = ~0.0006913 2 pd " 20"

+0.068071r2P9” _ 0001073 29"
D D

2
_ﬁrz |n10_r+i£
32D d 64D

1

0r 1 J1or pd4
w(r —0.0006913+0.068971 —0.001073IN——-— —t—
(nN=( + ( L2 5 ( L)1 = 64(d) )—— 5

Mé&nnan suurin taipuma esiintyy ympyrarengaslaatan ulkoreunalla:

d pd* pd*
Wiy = W(—) = 0.003227-2—— = 0.03524 —_ ——
Minax = () D Eh’ 12(1—1/2))
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Taivutusmomentin lauseke:

M, (r) = (-0.0762— o.0007511(9)2 +0.081251n 1% - 0.20625(5)2) pd?2.
;

Itseisarvoltaan suurin taivutusmomentti esiintyy ympyrarengaslaatan sisareunalla:
d 2
My max = Mr(ﬁ) =-0.15337pd“.

Itseisarvoltaan suurin normaalijannitys esiintyy myds ympyrarengaslaatan siséreunalla, laatan
ala- ja ylapinnalla:

h, 12M; max
Omax = Or,max = Or (- E) = T

h pd 2
(- E) = 0.92024h—2 . (vetoa ylapinnalla)
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Tehtava 3.5:

Kuvan mukainen, ympyrdrenkaan muotoinen katto on ulkoreunaltaan vapaasti tuettu ja
siséreunaltaan vapaa. Laatan taivutusjaykkyys on D, Poissonin vakio on v =0,3 ja tiheys on

p . Méadrita katon omasta painosta aiheutuvan taipuman w(r) ja taivutusmomenttien M, (r)
ja M, (r) lausekkeet seka piirra niiden jakautumat. Maarita myds (likimain) niiden suurimmat
arvot.

I

Ev03p 7 N h

o ' b v
!
!
|
|

i I i
|

Ohje: Laatan oma paino ajatellaan tavanomaiseen tapaan tasan jakautuneeksi kuormaksi,
jonka suuruus on g, = pgh.

Ratkaisu:

= pgh
,HHHHH

Nl

Tasaisella kuormalla kuormitetun ympyrarengaslaatan integrointivakioiden avulla lausuttu
ratkaisu, jossa on valittu r; = a, on

w(r)=C,+C,r’ +C,In— +Cr|n FEN
a a 64D

¢, () =2C, r+C—+C 2= +1)+_6q[§ r?

M, (r) = e
1 r 1+3v )
M¢(r):—D{2(1+v)C2+ C +[2(1+v)|na+1+3v]C }——qor :
4D
Q(r)———C - qor-
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Reunaehdoista Q, (%) =0, Mr(%) =0, w(a) =0 ja M, (a) =0 seuraa yhtaléryhma

a 16D 1
=——-C, ,a=0,
Q (4) L Ci g%

a 1

Mr(Z)E—D{2(1+v)C2— 2rc, +[2+v)In= +3+v]C4} - 2V g% =0,
a

1q,
w(@)=C, +C,a’ +——=2a* =0,
(@)=C, +C, i)

M, (a) =-D[2(+v)C, - 22V C, + (3+v)c:4]—31+—6‘/qu2 -0,
a
jota ratkaistaan alla
Z_qu
128 D
1- 1 gya°
-2(1+v)C, +16 =—4@+v)In= +3+v]
256 D 1
_2a+)C, + 1/03:21+7vq0
128 D
1 ga
N L +3+ 2
C, 1_[ d+v) ]256 5
1 1-v 21+ 7v 1 153+v 1
:>C2= - 2C3 qo ] (_ - qo
l1+v- 2a 256 15 4 21+v’256 D

Ratkaisu on siis

[_ AL, 37+7v] 1 g,a*
15 4 2(1+v) 25 D
1 153+v, 1 g@’

:_(E 27214025 D

4
~0, 0580220%,

2
~—0, 0736470%,

4 a.4
C,=(A1vl 3tvy 1 G 0157334 %2
151-v 4 1-v'25 D D
2
C, =L %2 40078105 %2
128 D D

Sijoittamalla integrointivakioiden arvot taipuman ja taivutusmomenttien
saadaan:

w(r) = [0,0580220 — 0,0736470()? — 0,0157334In =
a a

4

~0,0078125(5)? In_ + 0,015625(1)* 1 2
a a a D
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M. (r) = [0,21726 — 0,011013(2)? + 0,020313In
r a

M, (r) =[0, 20633+ 0,011013(2)* +0,020313In
r a

Lasketaan arvoja:

rla | wD/(g,a®) | M, /(g,a*) | M, /(q,a%)
0,25 |0,0760 0 0,3470
0,375 | 0,0645 0,0900 0,2480

0,5 0,0528 0,1076 0,2066
0,625 | 0,0405 0,0990 0,1786
0,75 |0,0273 0,0758 0,1533
0,875 | 0,0137 0,0423 0,1271

1 0 0 0,0986
Kuvaajat ovat alla. Niistd nahdaan, etta

Wmax

4
~0,076 02
D

M, s ~ 0,108g,a*

M, o = 0,347q,a’

Taipuma:

-0.01

wD
goa

0,20625(1)?1q,a,
a

0,11875(1)?]g,a°.
a

0.01F

0.02

0.03

0.04

0.05F

0.06 -

0.07

0.08

0.2 0.3
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Taivutusmomentti M, :

0.02

0.04+

0.06 +

0.08

0.1

o2

0.12 . . . . . . . )
0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

| =

Taivutusmomentti M, :

0.1}

0.15F

0.25

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

® | =
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6. Laattojen ratkaiseminen Fourierin sarjojen avulla
Tehtava 6.1°:

Vapaasti tuettu suorakaidelaatta, jota kuormittaa tasainen kuorma. Mé&éritetddn Navier’n

menettelylla kaavat laatan taipuman ja taivutusmomentin M laskemiseksi laatan

keskipisteessd. Lasketaan niiden arvot sivusuhteen a/b arvoilla 1 ja 2 ottamalla sarjaan 5x5
termid, kun Poissoin vakio on v =0,3.

%
- I_ _____ 7 X
| |
| |
| |
b | ~d~ |
| |
| |
_____
y

Ratkaisu:

Kuorman sarjan kertoimet:

4 ab ) ) 4q0 ab ) ]
q; :E.Mq(x, y)sina;xsin g ydxdyzgusmaixsmﬂj ydxdy

_ 4q, acosaiXTCOSﬂjy __A4q,
ab gy o ¢ B aba, B;
Nahdaan, ettd q; =0, kun i ja j saavat parillisia arvoja. Parittomilla arvoilla i ja j saadaan

(I—cosa;a)(l—cos B;b) = 4%; (1—cosiz)@@—cos jr)
T

16 ..
q, =U7q (i.j=135,-)

Taipuman sarjan kertoimet:

B 4
Wi =D zqIJ 2 z:..D 21630 272 :% bl qol:k)) , (1,]=135,)
((li +ﬂj ) |J T (ai +ﬁj ) T |J[|2(g)2 + j2]2

* Taméa sama tehtava on kasitelty hieman perusteellisemmin luentomonisteessa.
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Taipuma w ja taivutusmomentti My laatan kesipisteessa:

j7

. . sm—sm—

N iz . jr qb*16 & & 5
-3 FwsinTen AT 3 3 22
i=1,3,ij=1,3,- |J[( )ZI +j2]2

ab n 3 aa . Bb D
M, (—=,—)=D W, sin——sin—— = — w. [l sm
y(2 2) i:“:l.(vw + ;) 5 > bzzjl ﬂ[V()+J]
n [i* V( ) + %] :
= q,b? > 1—4 sinZsin 4%

i=1,3,-ij=1,3,-- 7T |J[(5)2|2 +j ]2

Kummankin summan termien lukumaéaréksi on otettu n.

Lasketaan ko. suureet sivusuhteen a/b arvoilla 1 ja 2 ottamalla sarjaan 5x5 termié.

Sivusuhde a/b=1:

sin i”sin iz
4 - - 4
w@ 2y % 18 — 22 _q004064 %2
22 D 7T a3, 1135|J[(|+J) D
M (i,g)zqob2 10 &smzsinj—ﬂzo,MSZqobz
7272 i+ 7 2 2
Sivusuhde a/b =1
sin-——-sin iz
4 - - 4
w2 = %P E Z 22 _g010130%

ab : 16 iviA+ i . jrx )
M (=,=)=q,b? 55 Sin—sin——~ 0,1023q,b
5= Z lz 4 ijt 14+ 2?0 2 2 %
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Tehtava 6.2:

Oheista vapaastituettua suorakaidelaattaa kuormittaa x-akselin suunnassa hydrostaattisesti
jakautunut kuorma

X
a(x, y) = X
a

Laatan taivutusjaykkyys on D ja Poissonin vakio v =0,3. Mé&aritd Navierin menetelmalla (a)
taipuman w(x,y) ja taivutusmomentin M, (x,y) lausekkeet. Laske myods (b) taipuman ja
taivutusmomentin M, arvot laatan keskipisteessa, kun kysymyksessé on nelidlaatta (a=Db).
Kéyta sarjakehitelmdssa 5x5 termid.

|

|

|
v=0,3 |
|
|

i
|
|
i
|
|
| |

|

a
<>

Ratkaisu:

Taipuman ja kuorman kaksoissinisarjat:

w(x, y) =D > w;sing;xsin ;y,

i=1 j=1

q(x,y) =2 > aj sina;xsin B;y,

i=1 j=1

missa «; =iz/a, Bj=jx/b. Taipuman sarja toteuttaa automaattisesti vapaasti tuetun

laatan reunaehdot eli w=0 kaikilla reunoilla, azw/ay2 =0 x-akselin suuntaisilla reunoilla
ja o%w/ox? =0 y-akselin suuntaisilla reunoilla. Kuorman sarjan kertoimilla on lauseke

4 ab
Qij :_bJ.S{L ing;xsin gy dxdy = qoJ‘xsmoz xdeS|nﬂJydy,

missa
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a a
J'xsma,xdx—l—icom,x J'—icow,xdx
0 0 & 0 @
a a 1 a2 (Al) ( )H—l 2
=-——cosgja+ | —singjx=-—cosiz =>——,
Q; Oal i ¥4
b 2 kun j pariton
jsmﬁjydy_——|cosJzy=—_—(cosj7r—1)= jz IP
iz

0, kun j parillinen
Kuorman sarjan kertoimet ovat:

) 4q (1)I+la2 2b (_1)i+18q0
Vat i jr ]

kun j on pariton .

Kun j on pariton, saadaan taipuman sarjan kertoimille

oo G (D"M8 1 ()8 g
RICHEY /) S E Iy (AT u[()+()]2 6 D

ja taipuman sarjaksi saadaan

& & (-)'™8 gy imx_ _jmy
w(x,y):z Z sin—-=sin—=.
1.3 u[()+()1”D a b

Taivutusmomentille M, (X, y) saadaan

M, (X, y)_—D(a—W ) DZ Zw,l(a, +vB5)sina;xsin By .
y

i=1 j=13,

Lasketaan taipuman ja taivutusmomentin arvot laatan keskipisteessa, kun a=b ja sarja-
kehitelmdssa 5x5 termia.

Taipuma:

5 i+1 4 i i 4
Z (-1''8 902 gin % sin I7 + 0.002032 02
43.-0@*+j%%2° D 22 D

I\)|QJ
I\)|QJ

-3

1]

Taivutusmomentti:

5 5 i+1 .
-)"8(i%2 +vj?) i . jr )

)= qoa® sin —sin - ~ 0.024117q,a .
.éj:lzg: iji2+j%)%x* 2 O
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