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1. Matematiikan kasitteita ja merkintoja

Seuraavassa esitelldén joitakin matematiikan kursseista enemman tai véhemmén tuttuja
kasitteitd. Paatarkoituksena on esitella ndissa luennoissa niille kaytettavia merkintatapoja.

1.1 Matriiseista

Matriisi[a], jonka dimensiot ovat mxn, on jérjestetty suorakulmainen taulukko, jossa on
m-n alkiota. Kéytdmme sille merkinta4

&y 8, @y
a a a

1= 7 ! (L1)
aml amz amn

siten, ettd a; matriisin [a] iinnen rivin ja jinnen sarakkeen alkio. Matriisin [a]
transpoosi on toinen matriisi, jolle kdytetaan merkintad [a]" , jonka dimensiot ovat nxm
ja jonka alkiot ovat samat kuin [a] :n paitsi, ettd rivi- ja sarakenumerot on vaihdettu, ts.

a; Ay v Ay
a EERI |
[a]T _ :2 .22 ) r:nz (1.2)
ain aZn amn

Matriisia, jonka rivien ja sarakkeiden lukumé&ard on sama ts. m=n Kutsutaan
nelidmatriisiksi. Matriisia, jossa on vain yksi rivi ts. m=1, kutsutaan rivimatriisiksi tai
my6s vaakavektoriksi. Rivimatriisille [b], jossa on n alkiota by, kéytetddn merkintéd

[b]=[b,b,,...,b,]. (13)

Matriisia, jossa on vain yksi sarake ts. n=1, kutsutaan sarakematriisiksi tai myos
pystyvektoriksi. Sarakematriisille {c}, jossa on m alkiota c;, kdytetaan merkintaa

c
=171 (14)

C

m

Sarakematriisin  merkinndssa kaytettdvien kaarisulkujen tarkoituksena on erottaa
sarakematriisit matriiseista, jossa on useita riveja ja sarakkeita.
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Kahdelle matriisille [a] ja [b], joilla on samat dimensiot, ma&ritellddn matriisisumma
[c]=[a]+[b]. Summamatriisin alkiot saadaan yhteenlaskettavamatriisien vastinalkioiden
summana eli

Cij = aij +b” . (15)

Kahdelle matriisille [a] ja [b], joiden dimensiot ovat Ixm ja mxn, madritellaén
matriisitulo [c]=[a][b], jonka dimensiot ovat Ixn. Tulomatriisin alkiot saadaan
kaavalla

m
Gy = 2 aby - (1.6)
k=1

Tama merkitsee sitd, etta tulomatriisin [c] i:nnen rivin ja jinnen sarakkeen alkio cj;

saadaan laskemalla yhteen matriisin [a] i:nnen rivin ja matriisin [b] j:nnen sarakkeen
vastinalkioiden tulot.

Nelidmatriisin determinantti on luku, joka on summa kaikista niistd matriisin alkioiden
tuloista, joissa otetaan yksi ja vain yksi alkio jokaiselta rivilta ja yksi ja vain yksi alkio
jokaiselta sarakkeelta, ja joiden merkit mdaardytyvét tietyn s&annén mukaisesti.
Neliomatriisin [a] determinanttia merkit&én

8; 8, v By
a a. a.

detla]=[a|=| * ¥ " 1.7)
anl an2 o ann

1x1 matriisin [a]=a, determinantin arvo on det[a]=|a,|=a,. 2x2 matriisin [a]
determinantin arvo saadaan kaavalla

a a,

21 22

det[a] = =88y, — &8, (1.8)

3x3 matriisin determinantin arvo voidaan maaritta kaavalla

8 &, a3
a, a a, a a, a
detfa]=|a, a, ay|=a, z = —a, “on +ay, e (1.9)
a, a, a, 8y Ay 8y A 8
(Kehitetty 1. vaakarivin suhteen, ks. seuraava sivu.)
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Yleinen tapa determinantin arvon maarittamiseksi on kehittdd se halutun pysty- tai
vaakarivin k suhteen kaavoilla

det[a] = zaikAik =ay A+ Fag Ay
i1

. (1.10)
det[a] = zakj Aj =8 Aq o a A,

j=1
Termi A;on alkion a; ns. komplementti
Aj = (*1)i+j Dij ' 11y

missd D; on determinantin alkion a; alideterminantti. Se on sen (n-1)x(n-1)
matriisin determinantti, joka saadaan poistamalla [a]:sta alkion a; sisaltava pysty- ja
vaakarivi.

Nelidmatriisin [a] k&anteismatriisi [a]™on matriisi, jolle patee

[a]*[a]=[alla]™ =[1], (1.12)
missa
0 0
1 0
[11= S (1.13)
0001

on yksikdmatriisi.

Kéanteismatriisin yleinen lauseke on

Au A21 Aﬂ

-1 _ 1 A12 Azz A\Z

[a] 77det[a] . . E (1.14)
A, Ay e A

jossa on syyta huomata komplementtien A; sijoitus transponoituihin asemiin.

Ké&anteismatriisi on olemassa vain silloin, kun det[a]=0. Jos det[a]=0, matriisin
sanotaan olevan s&anndllinen, ja jos det[a]=0, singulaarinen. 2x2 matriisin
kaénteismatriisille saadaan aluksi
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[a]fl — d 1 |:A11 A21i|
etfa][ A, A,

Komplemeteille saadaan helposti A, =a,,, A, =-a,,, A, =-3a, ja A, =A,, joten 2x2
matriisin k&&nteismatriisi saa muodon

[a]fl 1 |: ay, _an} ) (1.15)

:det[a] 8 a9y

Té&ma kaava on melko helppo muistaa. Sen mukaan 2x2 matriisin [a] kéanteismatriisi
saadaan kertomalla determinantin kd&nteisarvolla matriisi, joka saadaan matriisista [a]
vaihtamalla diagonaalitermit ja ei-diagonaalitermien merkki.

Tarkastellaan lineaarista yhtaléryhmaa

A X FapX + X, =b1'
Ay X+ ApXy 0018y Xy =hy,

(1.16)

A X +a,% + 3 X, =D,
jossa n tuntematonta ja n yhtal64. Sen matriisimuoto on
[a]{}={b}, (1.17)
missé

T T X by
- % et ot (119

B A, - 4 X b

Nelidmatriisia [a] kutsutaan yhtaloryhman kerroinmatriisiksi ja pystyvektoria {b} sen
vakiovektoriksi. Yhtaloryhmén ratkaisu syntyy muodollisesti kertomalla yhtalon
kumpikin puoli vasemmalta kaanteismatriisilla [a]™:

[a]"[al{x}=[a] "{b} = [1}{x}=[a]"{b}

(1.19)
= {G=[a] {b}.
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Kéytannossa jos n>4, kaanteismatriisin maarittdaminen kasin alkaa kayda tyolaaksi.
Talléin yhtéléryhma kannattaa ratkaista laskimella tai tietokoneella, jonka valmisohjelma
perustuu tavallisesti Gaussin algoritmiin.

1.2 Vektoreista

Vektori kolmidimensioisessa avaruudessa maédritellddn suunnattuna janana, jolla on
annettu suuruus ja suunta. Taman monisteen tekstissa merkitsemme vektoria sen

padtepisteiden P ja Q avulla muodossa PQ tai paksunnetulla kirjaimella, esimerkiksi a.
Kasin kirjoitetussa tekstissé kaytdmme ylénuolta a tai yldviivaa a.

Vektorit ovat yhta suuria, jos niilla on sama suuruus ja suunta. Yksikkdévektori on
vektori, jonka suuruus on 1. Nollavektori on vektori, jonka suuruus on nolla. Sitd

merkitsemme 0 (tai kasin kirjoituksessa 0). Kaytimme symboleja ‘@ a\ ja a

esittamaan PQ:n ja a :n suuruuksia (itseisarvoja).

Kolmidimensioisessa avaruudessa, johon on liitetty karteesinen koordinaatisto Xx,y,z,
jokainen vektori a voidaan tunnetusti esittdéd muodossa

a=adi+aj+ak (1.20)

missd a,, a, ja a, ovat a:n komponentit sekd i, j ja k ovat koordinaatiston
kantavektorit, eli positiivisten koordinaattiakselien x, 'y ja z suuntaiset

yksikkovektorit. Informaation vektorista a (ko. koordinaatistossa) siséltyy siis sen
kolmeen komponenttiin a,, a, ja a,. N&in se voidaan myods esittdd esimerkiksi

sarakematriisina

a

@-la . (L21)
a

z

Vektorin a itseisarvo, eli suuruus on siten

la|=Ja2 +a? +a’ =aa =/{a} {a}. (1.22)

Vektoreiden a ja b skalaaritulo (eli pistetulo) médritelldén kaavalla
a.b=|a||b|cosd ... (0< o< 7), (1.23)

missé 6 on vektoreiden valinen kulma. Toisaalta se on tulo, jonka tekijoind ovat vektorin
suuruus ja toisen vektorin komponentti ensimmaisen suunnalle, ts.
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a«b=(a:nsuuruus)(b:n komponentti a:lle) (1.24)
Vektoreiden a ja b skalaaritulo voidaan myds esittad niiden komponenttien avulla
asb=ahb +ab, +ab, ={a} {b}={b}'{a} (1.25)

Téssé yhteydessé on tarkedd mainita kaavaan (1.23) perustuva, ndissé luennoissa varsin
usein esiintyva kaava, jolla voidaan maérittdd annetun vektorin skalaarikomponentti
haluttuun suuntaan: Vektorin a skalaarikomponentti, suuntaan jonka maéadrittelee
yksikkdvektori n, saadaan kaavalla

a,=n-a. (1.26)

Samalla tavalla kuin kahden vektorin skalaaritulo on skalaarisuure, on kahden a ja b
vektorin vektoritulo (tai ristitulo) uusi vektori c; ja voimme Kirjoittaa c=axb.
Vektorin ¢ suuruus méaéritellaén kaavalla

|c| =[al|b|sing ... (0<O<x), (1.27)

missd @ on a:n ja b:n valinen kulma ja sen suunta méadritelladn kohtisuoraksi a:n ja b:n
madrittelem&a tasoa vastaan silla tavalla, ettd a, b ja ¢ muodostavat oikeakétisen
systeemin. Vektoreiden a ja b vektoritulo voidaan esittdd niiden komponenttien avulla
muodossa:

i
axb=la, a, a, (1.28)
b, b, b

Vektoritulon axb itseisarvo |axb| on yhtd suuri kuin sen suunnikkaan pinta-ala, jonka
sivuina ovat vektorit a ja b.

Vektoreiden a,b ja c skalaarikolmitulon arvo voidaan méérittad kaavalla

a a, a,
asbxc=|b, b, b,|. (1.29)
¢ ¢ ¢

Se on yht& suuri kuin sen suuntaissarmion tilavuus, jonka sivuina ovat vektorit a, b ja c.
Vektoreiden a,b ja ¢ vektorikolmitulon madrittdmiseen voidaan kéyttdd seuraavaa
kehityskaavaa
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ax(bxc)=(a«c)b—(asb)c. (1.30)

Vektorikasittelyssa on usein mukava kayttdd hyvaksi kantavektoreiden piste- ja
ristituloille helposti saatavia seuraavia tuloksia

isi=jej=kek=1 isj=jk=kei=0 (1.31)
ja
ixj=k, jxk=i, kxi=],

ixi=jxj=kxk=0, 132
== {jxi:—k,kxj:—i,ixk:—j. (1.82)

Funktion f(x,y,z) kokonaisdifferentiaali X
Kuva 1.1: Koordinaatiston muunnos
df =ﬂdx+ﬁdy+ﬁdz (1.33)
OX oy o4

Tarkasteltavan pisteen P paikkavektorit ndissé koordinaatistoissa ovat

on sen differentiaalinen muuto_s S||rryFt§?§sa plstfeesta P:(x,y,2) werglseen pisteeseen X=Xi+Yj+2K, X =xI+ym+zn. (1.38)
Q:(x+dx,y+dy,z+dz). Se voidaan esittdd vektorimuodossa seuraavasti

= Kuvan 1.1 perusteella saadaan x =X, + X', josta seuraa
df = Vfedx, (1.34)
= X' =X—X,. (1.39)
missd dx =dxi+dyj+dzk on vastaava paikkavektorin differentiaalinen muutos ja V on

derivointioperaattori nabla, joka kohdistettuna funktioon f antaa vektorin Kertomalla tma yhtalg pistemaisesti puolittain kantavektoreilla |, mja n seka
soveltamalla kaavaa (1.26), saadaan

vyl el (1.85) X' =L () +1,(y = yo) +1,(2-2,),
o Y =mx=x) +m, (y = Yo)+m, (2= ;) (1.40)
1.3 Koordinaatiston muunnos ' =0 (X= %)+, (Y= Yo) +n, (2~ 2,)

Tarkastellaan karteesista koordinaatistoa x,y,z, jonka kantavektorit ovat i, j, k ja
origo on pisteessa O, seké koordinaatistoa x',y’,z’, jonka kantavektorit ovat I, m, n ja
origo on pisteessa O" (kuva 1.1). Kantavektorit I, m, n koordinaatistossa X, y,z ovat

eli matriisimuodossa

3 =1LG-{6D) (1.41)
I=Li+lj+Lk, m=mi+mj+mk, n=ni+nj+nk (1.36) missi
jaorigon O" paikkavektori on N X X,
Xo = Xol + Yoj + 2K . (1.37) =1y D3=1yr {3=1Y% (1.42)
Z z Z,
ja matriisia
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L1, cos(x’,x) cos(x',y) cos(x',z)

[L]=|m, m, m, |=|cos(y,x) cos(y',y) cos(y’,z)]| (1.43)
n.n o n, cos(z',x) cos(z',y) cos(z',z)

kutsutaan koordinaatiston muunnosmatriisiksi. Tdman matriisin jalkimmainen muoto
on saatu toteamalla, ettd |, =cos(x’,x), |, =cos(x',y), jne., missd cos(x’,x), cos(x',y),
jne. ovat koordinaattiakselien vélisia suuntakosineja.

Koordinaatiston muunnosmatriisi osoittautuu olevan ortogonaalinen, eli sen transpoosi
on myos sen kaanteismatriisi, eli

[LT =[LT™ (1.44)

Tamé tulos todetaan kirjoittamalla ensin seuraava yhtaloketju:

L Ll moon
.
[LIL] =|m, m, m,|[I, m n
[ noon [, m o
L1+ 1L+ lm, +1,m, +I,m, Ln, +1n, +1,n,

= ml +ml +ml mm +mm +mm, mn +mn +mn,
nl +nl +nl, nm+nm +nm,  nn +nn +nn,

[l lem  Ion 100

=/mel mem men|=({0 1 0|=[l].

[Nl nem  nen 001

Kaytettiin  hyvéksi tietoa, ettd koordinaatiston x',y’,z' koordinaattiakselit ovat

kohtisuorassa toisiaan vastan eli se on ortogonaalinen. Tulos (1.44) seuraa nyt saadusta
yhteydestd k&anteismatriisin méaritelméan nojalla. Kaavasta (1.41) seuraa nyt k&anteinen
yhteys

3= {3+ ILT{x} (1.45)

Yhtalot (1.41) ja (1.45) ilmaisevat pisteen P koordinaattien x,y,z ja x',y’,z" valisen
koordinaattimuunnoksen.

Tarkastellaan vield& miten vektorin a komponentit kéyttaytyvat tarkasteltavassa
koordinaatiston muunnoksessa. Olkoot vektorin paétepisteet A ja B. Talldin

a=Xg—Xa, (1.46)
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missd X, ja Xg ovat sen paatepisteiden paikkavektorit. Sen komponenteille a,,a,,a, ja

’

a;,a;,a, saadaan ndin

{a}={x3-{x.} {@F={}-{x.}. (1.47)
missa siis
a, a
{a}=1a,;, {a}=4q, (1.48)
a, a,

Soveltamalla tuloksia (1.41) ja (1.45), saadaan ndista helposti

{a}=[L){a} (1.49)
ja
{a}=[LT"{a}. (1.50)

Yhtalot (1.49) ja (1.50) ilmaisevat, kuinka vektorin a komponentit a,,a,,a, ja a,,a;,a,
kéyttaytyvat koordinaattimuunnoksessa.
Tasotapauksessa (vrt. kuva 1.2) koordinaatiston muunnoksen matriisikaavat (1.41),

(1.45), (1.49) ja (1.50) ovat myos voimassa. Nyt vain vektoreilla on kaksi komponenttia,
joten

{x}f{x} {x}f{x} {a}{a*} {a}{a;} {x}f{x"} (151)
I 077 S 7 e -5 S - V5 A (" '

0" (% ¥o)
X

Kuva 1.2: Koordinaatiston muunnos tasotapauksessa
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ja koordinaatiston muunnosmatriisi on 2x2 matriisi

R | @)
jossa kulma @ on x— ja x'—akselin vélinen kulma.

1.4 Sylinterikoodinaatisto

Tarkastellaan sylinterikoordinaatistoa (vrt. kuva 1.3), jonka origo yhtyy karteesisen

koordinaatiston origoon ja akseli sen z-akseliin. Tallgin Kkarteesisten koordinaattien
X, Y,z jasylinterikoordinaattien r,8,z yhteydet ovat

T z—Vviiva

0 —viiva
eﬂ

r —viiva

Kuva 1.3: Sylinterikoordinaatit, sylinterikoordinaatiston koordinaattiviivat ja
kantavektorit

X=rcosd,
y=rsing, (1.53)
=1

ja vastaavasti sylinteri- ja karteesisten koordinaattien yhteydet ovat

6 =arctan(y/x),

r=Jx+y?, (1.54)

Z=1.

Koordinaatiston tiettyd koordinaattia vastaava koordinaattiviiva ajatellaan viivaksi,
jonka piste P piirtdd, kun tdmé koordinaatti muuttuu muiden koordinaattien pysyessa
vakioina. Sylinterikoordinaatteja r, 0 ja z vastaavat r—, 0— ja z—Kkoordinaattiviivat
on esitetty kuvassa 1.3. N&ma viivat ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, josta syysta
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sylinterikoordinaatisto on suorakulmainen (ortogonaalinen) koordinaatisto, kuten
karteesinen koordinaatistokin on. Sylinterikoordinaattien &—viiva on kaareva, josta
syystd sylinterikoordinaatisto on esimerkki kayraviivaisesta koordinaatistosta.
Karteesinen koordinaatisto on sité vastoin suoraviivainen.

Koordinaatiston kantavektorit ovat koordinaattiviivojen suuntaiset yksikkdvektorit.
Karteesisen koordinaatiston kantavektorit i, j ja k ovat kotisuorassa toisiaan vastaan ja
lisdksi vakioita. Taman johdosta erilaiset mekaniikan tarkastelut ja yhtalét tassa
koordinaatistossa ovat mahdollisimman yksinkertaisia. Myos sylinterikoordinaatiston
kantavektorit e, e, ja e,, ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, mutta ne eivat endé kaikki
ole vakioita.

Sylinterikoordinaatiston kantavektorit karteesisen koordinaatiston kannassa lausuttuina
ovat

. =cosdi+sindj, e, =—-sindi+cosdj, e, =k . (1.55)

Havaitaan, ettd kantavektorit e, ja e, riippuvat koordinaatista ¢. Tamé johdosta on
tarkedtd huomata, ettd suoritettaessa osittaisderivointeja, kaikki kantavektorit eivéat ole
vakioita. Derivoimalla kantavektorit e  ja e, koordinaatin @ suhteen ja vertaamalla
tuloksia lausekkeiden (1.55) kanssa saadaan

oe oe
aé =e,, a—gz—e,. (1.56)

Kantavektorien muut (ensimmadiset) osittaisderivaatat sylinterikoordinaattien r,0,z
suhteen ovat nollia. Vektori a sylinterikoordinaatiston kannassa lausuttuna on

a=ae, +a,e, +a,.,, (1.57)
missé a,, a, ja a, ovat sen asianomaiset komponentit.

Karteesisen- ja sylinterikoordinaatiston vélinen koordinaatiston muunnosmatriisi saadaan
ajattelemalla pisteeseen P sijoitetuksi karteesinen koordinaatisto x’,y’,z", jonka akselit
yhtyvét r—, 6— ja z—viivojen suuntiin tassé pisteessa. Talldin x',y’,z’ koordinaatiston
kantavektorit ovat I, =cos@, | =sing, I,=0, m =-sing, m =cosd, m, =0,
n, =0, n =0 jan,=0, joten koordinaatiston muunnosmatriisiksi saadaan

cos@ sind 0
[L]=|-sin@ cos® O|. (1.58)
0 0 1
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Funktion f(r,8,z) kokonaisdifferentiaali sylinterikoordinaatistossa

df =ﬂdr+ﬂd€+ﬂdz (1.59)
or 00 oz

on sen differentiaalinen muutos siirryttdessa pisteestd P:(r,0,z) viereiseen pisteeseen

Q:(r+dr,6+d6,z+dz). Se voidaan esittdd vektorimuodossa seuraavasti

df = Vfedx, (1.60)

missa dx = dre, +rdée, + dze, on vastaava paikkavektorin differentiaalinen muutos ja V
on nabla operaattori sylinterikoordinaatistossa, joka kohdistettuna funktioon f antaa
vektorin

of 10f of

=—ee +——e,+—=¢.. 1.61
o " ro0 "’ oz’ (1.61)

vf
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2. Jannitystila

2.1 Jannitysvektori eli traktio

Tarkastellaan kappaletta, joka siihen vaikuttavan ulkoisen kuormituksen vaikutuksesta
muuttaa muotoaan eli deformoituu. Kappaleeseen syntyy deformoitumisen
seurauksena sisdinen jannitystila, jonka luonnetta tarkastellaan seuraavassa.
Ajatellaan deformoituneen kappaleen tarkasteltavaan pisteeseen P asetetuksi pinta-
alkio dS, jota vastaan kohtisuora yksikkdvektori (yksikkdnormaalivektori) on

n=ni+nj+nk, (2.1)

(vrt. kuva 2.1). Jotta kappaleen deformoituessa pinta-alkion vastakkaiset puolet
pysyisivét toisissaan kiinni, taytyy niiden vélilla vaikuttaa voima.

X

X
Kuva 2.2: Jannitysvektorin méaarittely

Merkitdén differentiaalista voimaa, jolla pinta-alkion dS positiivinen puoli
(yksikkdvektorin osoittama puoli) vaikuttaa sen negatiiviseen puoleen symbolilla dF.

Jannitysvektori eli traktio t™ méaritellddn nyt tarkasteltavaan pisteeseen P ja
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yksikkdnormaaliin n liittyvana pinta-alaa kohti laskettuna voimana (vektori, kuva
2.2), jonka avulla differentiaalinen voima dF saadaan lausekkeesta

dF =t"ds. (2.2)

Jannitysvektorin symbolissa t™ yldindeksi (n) viittaa yksikkovektoriin n
muistuttaen siitd, ettd sen arvo ei riipu pelkastaan sijainnista kappaleessa (piste P)
vaan myos pinta-alkion asennosta, jonka yksikkdvektori n ilmaisee. Tamé yldindeksi
voidaan myos jéttda merkitsemattd. Jannitysvektorin dimensio on siis voima jaettuna
pinta-alalla.

X
Kuva 2.3: Jannitysvektori ja sen suorakulmaiset komponentit

Jannitysvektori voidaan esittdd suorakulmaisessa x, y, z-koordinaatistossa muodossa
(kuva 2.3)

O =™+t +t0k, 23)
missa t{”, t{" ja t" ovat sen skalaarikomponentit.

Pisteeseen P liittyvé jannitysvektori riippuu siis valitusta suunnasta n. Erityisesti
suuntaan —n liittyvaa jannitysvektoria merkitaan seuraavassa t©™. Kuva 2.4 esittda
pisteeseen P liittyvéan pinta-alkion dS muotoisen ohuen levymadisen kappaleen osan
vapaakappalekuviota. Levyn paksuus otaksutaan tdssd pinta-alkion dS mittoihin
nahden havidvén pieneksi. Talldin voidaan levyyn vaikuttava tilavuusvoima seka sen
reunoihin vaikuttavat voimat jattaa huomiotta.

Kuva 2.4: Kappaleen ohuen levymaisen osan vapaakappalekuvio
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Levyn tasapainoyhtalo on

t™dS +t“"ds =0,

josta seuraa tulos

tem = ¢ (2.4)

eli tarkasteltavaan pinta-alkion vastakkaisiin puoliin liittyvat jannitysvektorit ovat
yhtd suuret mutta vastakkaissuuntaiset.

X
Kuva 2.5: Normaalijannitys ja leikkausjannitys

Jannitysvektorin t™ pinta-alkion normaalin suuntaista komponenttia o™ kutsutaan
normaalijannitysvektoriksi ja pinta-alkion suuntaista komponenttia  t™
leikkausjannitysvektoriksi (kuva 2.5).  Jé&nnitysvektorin normaalin suuntaista

skalaarikomponenttia o, kutsutaan normaalijannitykseksi. (Sille kéytetdan
alaindeksia n, joka viittaa sekd sen vaikutuspintaan ettd positiiviseen suuntaan, jotka

molemmat yksikkovektori n ilmaisee.) Jos se on positiivinen, kysymyksessd on
vetojénnitys, ja jos se on negatiivinen, kysymyksessd on puristusjannitys.
Normaalijannitys saadaan vektoriopin perusteella kaavalla

o, =nt® =nt® +nt +n " (2.5)

ja normaalijannitysvektori on siten

" =on. (2.6)
Leikkausjannitysvektorille saadaan kuvan 2.5 perusteella

™ =t _gm 2.7)

ja sen itseisarvolle
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e R RN TR R (28)

Jalkimmaistd kutsutaan myds pinta-alkion leikkausjannityksen suuruudeksi.
(Kaytetaan ylaindeksia (n), koska kysymyksessé ei ole skalaarikomponentti vaan
vektorin 1™ itseisarvo. Tarvittaessa voidaan myds puhua jannitysvektorin ja
normaalijannityksen suuruuksista ja kayttad niille merkintja t™ =t™| ja
oo Ho, 1)

2.2 Jannityskomponentit

Koordinaattitasojen suuntaisten pinta-alkioiden (vastaavat yksikkénormaalivektorit
ovat i, j ja k) jannitysvektorit t®, t ja t™ tarkasteltavassa pisteessd P (kuva
2.6a) esitetd&n muodossa

tV =oi+r, j+7.k,
() — i H
t =7 i+o,j+r,k, (2.9

© _ i
tY=r,i+r, jrok

Ndiden yhdeksaa skalaarikomponenttia o, , 7,,, 7,,, 7,,, 0y, 7,,, T, T Ja 0,, joita
on havainnollistettu kuvassa 2.6, kutsutaan pisteen P jannityskomponenteiksi.
Pintoja vastaan kohtisuorat jannityskomponentit o o, Jja o, ovat

X y z
normaalijannityksié ja pintojen suuntaiset komponentit z, , z,,, 7,,, 7

ovat leikkausjénnityksia.

Ty Ja sz

xy !

yz!

@) " (b)

.

/Vt(j)

X

Kuva 2.6 (a) koordinaattitasojen suuntaisten pinta-alkioiden jannitysvektorit
ja (b) niiden skalaarikomponentit eli jannityskomponentit

Jannityskomponenttien alaindeksit viittaavat sekd niiden vaikutuspintaan etté niiden
suuntaan. Esimerkiksi normaalijannityksen o, ainoa alaindeksi x ilmaisee, etta se

vaikuttaa x-—akselia vastaan kohtisuoralla pinnalla ja ettd se on x-—akselin
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suuntainen. Vastaavasti leikkausjannityksen z, ensimmainen alaindeksi x ilmaisee,
ettd se vaikuttaa x — akselia vastaan kohtisuoralla pinnalla ja toinen y ilmaisee, etta
se on y-—akselin suuntainen. Jannityskomponenttien vaikutuspintoja ja suuntia
havainnollistaa vield oheinen kaavio.

Suunta:
x— y— z—akseli

Pinta L x—akseli o, 7, T,

Pinta L y—akseli 7, o, 7,

Pinta L z—akseli 7, 7, o,
o

Kuva 2.7 Jannityskomponenttien positiiviset suunnat:

Kuvassa 2.7 on esitetty jannityskomponenttien positiiviset suunnat. N&ma ovat
kaavan (2.4) perusteella kuvan sarmion vastakkaisilla tahkoilla vastakkaissuuntaiset.
Tahkoilla, joiden ulkoiset normaalit suuntautuvat positiivisten koordinaattiakselien
mukaisesti, myds jannityskomponentit suuntautuvat positiivisten koordinaatti-
akselin mukaisesti (kuvassa mustalla merkityt jdnnityskomponentit). Tahkoilla, joiden
ulkoiset normaalit suuntautuvat negatiivisten koordinaattiakselien mukaisesti, myds
jannityskomponentit suuntautuvat negatiivisten koordinaattiakselin mukaisesti
(kuvassa harmaalla merkityt jannityskomponentit). Erityisesti normaalijannitykset
ovat positiivisia, kun ne osoittavat sarmidsta ulospain (ulkoisen normaalin suuntaan).
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Jannityskomponentit esitetddn usein matriisina

X Xy xz
[e]l=|7, o, 7,.| (2.10)
T sz o,

jota kutsutaan jannitysmatriisiksi. Koordinaattitasoja vastaan kohtisuoria
jannityskomponentteja o,, o, ja o, kutsutaan normaalijannityskomponenteiksi eli

lyhyemmin normaalijannityksiksi ja koordinaattitasojen suuntaisia z,, z,,, jne.
leikkausjannityskomponenteiksi eli lyhyemmin leikkausjannityksiksi.

Jannityskomponentit eivat kuitenkaan ole toisistaan riippumattomia, vaan

leikkausjannitysten valilla on yhteydet ¢, =7, , 7, =7, ja 7, =7,. Kuvan 2.7

suorakulmaiseen sarmidon viitaten ne merkitsevat, ettd tiettyyn sarmaan liittyvilla
takoilla olevat sarmaa vastaan kohtisuorat leikkausjannitykset ovat yhté suuret. Nama
yhteydet perustuvat tasapainoon ja ne tullaan johtamaan tdsmallisemmin myéhemmin.
Tassa esitetddn  yksinkertainen tarkastelu, jonka oikeellisuus varmentuu
my6hemmassd johdossa. Tarkastellaan kuvan 2.8 mukaista suorakulmaisen sarmion
muotoisen kappaleen differentiaalisen osan vapakappalekuviota, johon on merkitty
vain ne voimat, jotka aiheuttavat momenttia osan keskipisteen P kautta kulkevan x-
akselin suuntaisen akselin suhteen. Ndm& voimat muodostavat kaksi voimaparia, ja
momenttitasapainoyhtdld kyseisen akselin suhteen on z,dxdz-dy -z, dxdy-dz=0,

josta seuraa tulos 7, =7,. Vastaavaan tapaan tarkastellen saadaan esitetyt kaksi
muuta yhteyttd. Nain toisistaan riippumattomia jannityskomponentteja onkin vain
kuusi kappaletta. Jannitysmatriisi [o] on siten symmetrinen ja sille voidaan
kirjoittaa [o]" =[c], missd yldindeksi T merkitsee matriisin transponointia. Naitd
tietoja hyddynnetéén jatkossa.

Kuva 2.8 Suorakulmaisen sé&rmidén muotoinen kappaleen differentiaalinen osa ja
siihen vaikuttavia voimia

Rak-54.1200 Rakenteiden lujuusoppi luentoja, osa | 19



Kuva 2.9 Differentiaalisen tetraedrin vapaakappalekuvio

2.3 Jannitysvektorin komponenttien ja jannityskomponenttien
vélinen yhteys

Tarkastellaan kuvan 2.9 mukaista kappaleen siséll& olevan differentiaalisen tetraedrin
vapaakappalekuviota. Sen vinoon pintaan, jonka yksikkénormaalivektori on n,
vaikuttaa jannitysvektori t™ sekd koordinaattiakseleita vastaan kohtisuoriin
pintoihin, joiden yksikkénormaalivektorit ovat —i, —j ja -k, vaikuttavat
jannitysvektorit t =—t®, t©V =W ja ™Y =™ Lisaksi siihen vaikuttaa
tilavuutta kohti laskettu ns. tilavuusvoima® f . Tetraedriin vaikuttava voimaresultantti
on

dF =t™ds —tds, ~t¥ds, —t*ds, +fdV ,

missd dV on tetraedrin tilavuus. Ottamalla huomioon, ettd vinon pinnan dS
projektioille on voimassa

ds,=ndS, dS,=n.dS, dS,=n,dS
seké, ettd tetraedrin tilavuus on

dV:EdS~dh,
3

missa dh on tetraedrin huipun etéisyys vinosta pinnasta, voimaresultantti saa muodon

! Tilavuusvoimalla f = f,i+ f j+ fk tarkoitetaan tilavuutta kohti laskettua voimaa,

joka aiheuttaa tarkasteltavassa pisteessdé P olevaan tilavuusalkioon dV voiman
dF =fdV . Yleisin rakennustekniikassa esiintyvé tilavuusvoima on oma pain. Jos z-
akseli suuntautuu ylospéin, omaa painoa vastaava tilavuusvoima on f =—pgk .
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dF = (7 —nt® —n 9~ 0t 4 Lfdh)ds = (19—t —n t9 —nt)ds .
3

Yhtaloketjun viimeinen termi saatiin edellisestd pudottamalla sulkulausekkeen
viimeinen termi differentiaalisen pienend pois. Tasapainoehdosta dF =0 seuraa nyt
pinta-alkion, jonka yksikkénormaali on n, jannitysvektorille lauseke

i j k
t™ =tOn +tPn, +tn,. (2.11)
Taman vektoriyhtélon x — akselin suuntainen komponenttiyhtald saadaan seuraavasti:

" =iet® =istOn, +itPn +it“n, =on +7,n +7,0,,
ja y— ja z—akselien suuntaiset yhtalot vastaavaan tapaan. Ndin jannitysvektorin
komponenttien ja jannityskomponenttien vélille on saatu yhteydet

t" =o,n +7,n +7,0,,

(n) _
t) =z N, +o,n +7,n (2.12)

xy''x 7y 'z

) _
o =1, +7,N, +0,N,.

Nama yhteydet voidaan esittdd matriisimuodossa seuraavasti

{1 =[o]'{n}=[o}{n}, (2.13)
missé
£
{3 =t (2.14)
£

on jannitysvektorin komponenttien muodostama pystyvektori.

2.4 Normaalijénnitys jannityskomponenttien avulla

Pinnan, jonka yksikkdnormaalivektori on n, normaalijannityksen lauseke (2.5)
voidaan esittd4 matriisimuodossa seuraavasti

o, ={ny' {B". (2.15)
Sijoittamalla tahan jannitysvektorin komponenttien lauseke (2.13) saadaan

o, ={n}' [o]{n}. (2.16)
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Taman kaavan avulla voidaan maéarittdd normaalijannitys pinnalla, jonka
yksikkdnormaalivektori on n, kun jannityskomponentit tarkasteltavassa pisteessé P
tunnetaan.

2.5 Jannityskomponentit koordinaatiston kierrossa

Médritetdn jannityskomponentit koordinaatistossa x',y’,z’, jonka kantavektorit ovat
I, m jan (kuva 2.10), kun ne koordinaatistossa X, ¥,z tunnetaan.

Kuva 2.10 Jannityskomponentit koordinaatiston kierrossa: (a) tunnetut jannityskom-
ponentit (b) maaritettéavat jannityskomponentit

Madrittelynsd mukaan jannityskomponentti o on jannitysvektorin t skalaari-
komponentti x’ -akselin suuntaan, joten sille saadaan

oy =1t = Lt0 4 1Lt0 + L0 =y {80 = 0¥ [o 1413

Vastaavasti jannityskomponentti z;, on jannitysvektorin t™ skalaarikomponentti y’ -
akselin suuntaan, joten sille saadaan

7, =met® =mt" +mt" + mtd =} {” ={m}' [c1{1}.

Nain  edeten voidaan  maarittdd  samantyyppiset  lausekkeet  kaikille
jannityskomponenteille o, r;y, 75, r;x, a;, r;z, 7., r;y ja o). Kaikki ndméa
lausekkeet voidaan esittad yhtend matriisilausekkeena

[o1=[L1[cIILT (2.17)

missa
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'

’
Oy Txy xz

n_ ’ ’ '
[c]=|7, o, 7, (2.18)
Tx Ty O

X y z
[L]=|m, m, m, (2.19)
n.n n

on koordinaatiston muunnosmatriisi (1.43), joka muodostuu kantavektoreiden |, m
ja n komponenteista. Kaava (2.19) oikeellisuus voidaan osoittaa esittdmalla matriisit

[L] ja [L]" ositetussa muodossa

¥
[L1={{m}" |, L' =[{1} {m} {n}]
{ny'

ja laskemalla jannityskomponentteja o, 7, jne. kaavaa (2.17) kayttden.

Matemaattisesti suureiden joukkoa, josta muodostettu matriisi [o] kayttaytyy
karteesisen koordinaatiston muunnoksessa kaavan (2.17) mukaisesti, kutsutaan toisen
kertaluvun tensoriksi. Taman wvuoksi lujuusopissa ja rakenteiden mekaniikassa
puhutaan usein jannitystensorista, jonka komponentit ovat jannityskomponentit o,

7, Jne..

2.6 Paajannitykset

Tarkastellaan pisteen P jannitystilaa ja yritetddn 10ytad suunta (yksikkénormaali n),
jota vastaavalla pinta-alkiolla ei ole leikkausjannitysta eli leikkausjannitysvektori
7™ haviad. Kaavan (2.7) perusteella tallsin tulisi olla voimassa

t" =6"=0o,n

eli

t" =on, t" =on,, t =on,,

missa normaalijannityksen alaindeksi n on jatetty pois. Matriisimuodossa

{t}" = o{n}.

Kaavan (2.13) perusteella seuraa tésté
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([o]-ol1]{n}={0}, (2.20)

missd [I] on 3x3 yksikkdvektori. Alkioittain kirjoitettuna matriisiyht&ld (2.20) saa
muodon

o,—0 T, Ty n, 0
Ty, 0,0 1T, n, r=40¢. (2.21)
Ty r, o,—o|ln, 0

Se on homogeeninen lineaarinen yhtdloryhmd, jossa on kolme yhtaloa.
Tuntemattomina ovat normaalijannitys o seka yksikkdnormaalin komponentit n,, n,

ja n,. Jotta homogeenisella yhtaloryhmélld (2.21) olisi ei-triviaali ratkaisu
({n}={0}), tulee sen kerroinmatriisin determinantin hévitd, joten saadaan ehto

o,—0 Txy Ty
det(fo]-o[l])=0 & | 7, o,-0 17, |=0. (2.22)
T Tyz 0,0

Kehittamalla yhtalon (2.22) vasemman puolen determinantti, se saa muodon
o=’ +l,o-1,=0, (2.23)
missé

l,=0,+0,+0,,

: (2.24)

I,=detlo]=|r, ©

T Tyz o,

Yhtdld (2.23) on kolmannen asteen yhtald, jossa on tuntemattomana pelkéstdén
normaalijannitys o, ja se voidaan siten ratkaista. Ratkaisuksi saadaan kolme arvoa
o,, 0, ja o,, ja niitd kutsutaan p&ajannityksiksi. Jos paajannitykset esitetddn
suuruusjarjestyksessa, niille voidaan kdyttad merkintdjs, o,, o, ja o, . Nain
suurin mahdollinen pé&jannitys tarkasteltavassa pisteessa P on o, =0, ja pienin
paajannitys o, =o, -

Koska pédjannitykset ovat kolmannen asteen yhtalon juuret, tdmé yhtéld voidaan
kirjoittaa muotoon

(o0-0))(o-0,)(c-0,)=0, (2.25)
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josta se saadaan edelleen muotoon (2.23) ja kertoimille 1., 1, ja I, lausekkeet

l,=0,+0,+0;,
|, =0,0,+0,0,+0,0, (2.26)

|, =0,0,0,.

Koska péaajannitykset o,, o, ja o, karakterisoivat tarkasteltavan pisteen fysikaalista
jannitystilaa, ne ovat riippumattomia kaytettavasta koordinaatistosta eli invariantteja.
Téaten yhtaloiden (2.26) perusteella myos kertoimet 1., 1, ja I, ovat invariantteja ja

niitd kutsutaan jannitysinvarianteiksi.

Kaytannon laskuja varten on yhtald (2.23) on mukavinta ratkaista taskulaskinta tai
sopivaa matematiikkaohjelmaa (esim. Mathcad) kayttden. Huom! Tentissd on
kaytettava taskulaskinta, joten kolmannen asteen yhtalon ratkaisemien taskulaskimella
kannattaa opetella.

Seuraavassa esitetddn kaavat ja laskennan vaiheet, jos laskimessa ei ole
mahdollisuutta kolmannen asteen yhtélon ratkaisemiseen. Lahteend on kaytetty teosta:
M.R. Spiegel, Mathematical Handbook of Formulas and Tables, Schaum’s Outline
Series, McGraw-Hill, 1968, s.32. Méaaritetadn ensin apusuureet Q ja R kaavoilla

2 3 _
Q:?’Izg_ll , R:2I1+275Ij all, 2.27)
ja toiseksi diskriminantti D kaavalla

D=Q*+R% (2.28)

Jos D <0, yhtdlon juuret ovat reaalisia ja erisuuria. Jos D =0, juuret ovat reaalisia ja
vahint&én kaksi niistd on yht& suurta. Jos D >0, yksi juuri on reaalinen ja kaksi
muuta konjugaattiluvut. (T&td viimeinen tapaus ei téssé tule kysymykseen, koska
padjannitykset ovat reaalilukuja.) Maéritetdan sitten apukulma ¢ kaavalla

R
@ =arccos (2.29)
/_Q3
ja lopuksi yhtélén juuret o, o, ja o, kaavoilla
o, =2 —Qcos(1 )+L
1 3 4 3’
o,=2{-Q cos(%<p+120°) +|—31, (2.30)
1 I
0, =2,/-Q cos(z @ +240°) + 2.
3 3
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Pagjannitysten o, i=1,2,3 arvojen lisaksi on tarpeen tuntea myds niiden suunnat.
Halutun paajannityksen o; suuntaisen yksikkovektorin n' komponenttien nj, n} ja
n! madrittamiseksi on kdytettavissa yhtalo (2.21), jossa nyt o, on tunnettu eli

o, — 0, Ty Zx n, 0
(G1-olDN}={0 & | 7, o0 7, (=10 @31
T, T, o,—o; ||n, 0

Koska tdma yhtaléryhma on homogeeninen, silla ei ole yksikasitteisté ratkaisua, vaan
sen kahden yhtalon avulla voidaan kaksi tuntemattomista n,, nj ja n; ilmaista

kolmannen avulla. Kolmas yhtéld, joka tarvitaan tehtdvéan ratkaisemiseksi, on ehto,
etta yksikkdvektorin pituus on 1 eli [n' |=1. Siis

nZ+n?+n? =1 (2.32)

Kaksi yhtaldistda (2.31) ja yhtdlé (2.32) muodostavat siis kolme yhtal6d, joista
pasjannityksen o, suuntaisen yksikkdvektorin n' komponentit n!, n‘y ja n! saadaan
ratkaistuksi.

Seuraavassa osoitetaan, ettd keskenadan erisuuret pagjannitykset ovat kohtisuorassa
toisiaan vastaan. Tarkastellaan paajannityksid o; ja o; vastaavia yksikkovektoreita

n' ja n'. Soveltamalla yhtaldit4 (2.31), saadaan matriisimuodossa
([o1-o, DY ={0}, (o]0, [1D{nY ={0}

Kertomalla edellinen yhtalé puolittain  pystyvektorin  {n} transpoosille ja
jalkimmainen pystyvektorin {n} transpoosilla ja vahentamalld nain saadut kaksi
yhtalda puolittain toisistaan ja kayttamalla lopuksi yhteyttd n'sn’ ={n}"{n} saadaan
yhtéld

(o —aj)ni-nj =0. (2.33)

Jos nyt paajannitykset o, ja o ovat erisuuret, taytyy pistetulon n'sn’ havité ja ne
ovat kotisuorassa toisiaan vastaan. Voidaan tehda seuraavat paatelmét: Jos kaikki
paajannitykset ovat erisuuria, ts. o, #0, #0,, yhtdldiden (2.33) toteutuminen

edellytta, ettd n*en? =0, n?.n®* =0 ja n®n* =0 eli kaikki kolme paajannitysta ovat
kohtisuorassa toisiaan vastaan. Tassd tapauksessa kaikkien padjannitysten suunnat
voidaan maaritta4. Jos kaksi pdajannitystd on yhtéd suurta, esimerkiksi o, = o, # o,
yhtaldiden (2.33) toteutuminen edellyttad, ettd n?en® =0 ja n®.n' =0 eli yhta suuret
paajannitykset o, ja o, ovat kohtisuorassa erisuurta padjannitystd o, vastaan. Tassd

tapauksessa erisuuren paajannityksen suunta n® voidaan maarittdd ja kaikissa sita
vastaan kotisuorissa suunnissa on sama paajénnitys, suuruudeltaan o, = o, . Jos kaikki
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paajannitykset ovat yhta suuret, ts. o, =0,=0,, Yyhtalét (2.33) toteutuvat
automaattisesti. Tassd tapauksessa kaikissa suunnissa on sama paajannitys,
suuruudeltaan o, = o, = 0,. Kuva 2.11 on havainnollistaa padjannityksié.

Kuva 2.11 Pa&jannitykset

2.7 Jannitystila padjannityskoordinaatistossa, Mohrin ympyréat ja
suurin leikkausjannitys

Tarkastellaan jannitystilaa koordinaatistossa, jonka akselit yhtyvat paajannitysten
suuntiin. N&in valittua koordinaatistoa kutsutaan padjannityskoordinaatistoksi.
Siina on voimassa o, =o,, o, =0, ja 0, =0, seka r, =7, =7, =0. Pinnan, jonka
yksikkdnormaalivektori on n, traktion komponenteille saadaan kaavan (2.13) avulla

o 0 0/][n, on,
{3 =[cX{n}=| 0 o, 0 |<n t=10,n,, (2.34)
0 0 o,f(n, 3N,

ja sen normaalijannitykselle kaavan (2.15) avulla

O-lnx
o, ={n¥'{t}"” =[n,, n,, n,]{o,n, ¢ = oyn’ +o,n’ + o0’ (2.35)

O_3nz

Tamén pinnan leikkausjannityksen suuruudelle (itseisarvolle) saadaan kaavan (2.8)
perusteella

20 =tV F =0 = 17+t 41 - o7

= \/(0-1nx)2 + ((Tzny)2 + ((Tanz)2 - (o-1nf + Gzni + Ganzz)z (2.36)

= \/(0'1 _02)2 nfnj +(o, _03)2n§nzz +(o, _01)2 nzznf
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Tuloksen saamiseksi kaytettiin hyvaksi yhteyttd nZ+n?+n? =1. Kaavoista (2.35) ja
(2.36) saadaan normaalijannitys o, ja leikkausjannityksen suuruus 7, pinnalla, jonka
yksikkonormaalin n komponentit pagjannityskoordinaatistossa ovat n,, n, ja n,.

y (paajénnityksen o, suunta)

X (paajéannityksen o, suunta)
aajannityksen o, suunta)

Kuva 2.12 Pisteen P normaali- ja leikkausjénnitys pagjannitysten o, ja o, suuntia
vastaan kohtisuoralla tasolla

Tutkitaan nyt erityisesti pisteen P normaalijannitysta ja leikkausjannitysta tasolla, joka
on kotisuorassa pédjannitysten o, ja o, (o, > o,) mééarittelem&a tasoa (x, y —tason )

vastaan ja nakyy kuvassa 2.12 kaltevana viivaa. Nyt n, =cos@, n =sin¢ ja n,=0,
missda 6 on pinnan normaalin ja x—akselin (pajannityksen o, suunnan) valinen
kulma. Traktion komponentit (2.34) saavat muodon

0,006
{t}" ={0,sind ;. (2.37)
0

ja normaalijannitys (2.35) saa muodon
o, =0,c08" 0+0,sin’ 4. (2.38)

Traktion t™ skalaarikomponentille suuntaan t, joka on myés leikkausjannityksen
™ komponentti z,,, saadaan

0, C0sd
7, = tt® = {3 {t}" =[-sin 9, cosd, 0]1 &, sin§

o (2.39)
=—(0,-0,)sin@cosd

(Tasséd merkinndt ovat hieman hdmadvid: t tarkoittaa tarkastelupinnan suuntaista
yksikkovektoria (vrt. kuva 2.12) ja t™ traktiota.) Koska traktiolla (2.37) ei ole
z—akselin suuntaista komponenttia, on 7, leikkausjénnitysvektorin 1™ ainoa

komponentti  ja  siten r‘”):‘t‘")

=|r,|. Skalaarikomponentti ¢,  on

nt
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leikkausjannityksen suuruinen skalaarisuure, jonka merkki ilmaisee onko se
yksikkdvektorin  t suuntainen vai vastakkainen. Soveltamalla trigonometrisia
yhteyksia

c0s20 =cos’ @—sin’ @, sin20 =2sinPcos b,
kaavoihin (2.38) ja (2.39) saadaan
_0110,

" 2

T, = —Msin 26.
2

O, —

+ 817 % o529,
2

(2.41)

nt

Koordinaatistossa, jonka akselit ovat o, ja 7z, (jdlkimmdinen alaspéin), n&dmé&
lausekkeet esittavat kulman @ funktiona ympyréad, jonka séde on R=(o;,—-0,)/2 ja
keskipiste on o, —akselilla kohdassa (o, +0,)/2. Ympyrdé kutsutaan kehittéjansa

mukaan Mohrin ympyraksi (kuva 2.13), siihen palataan tasotapauksien yhteydessé
myShemmin. N&hdaén erityisesti ettd kun @=45°, 135°, 225° ja 315°,
o,=(0,+0,)/2 leikkausjannitykselld ~ on itseisarvoltaan  suurin  arvo

™ =z, |=(0,—0,)/2. Kysymyksessd on nelja tasoa, jotka muodostavat 45°
kulman péaajannitysten o, ja o, suuntien kanssa.

91103 , %179 1s2p
2

P: (0,:70)

0,70,

-1 _"Zsin260
2

nt

Kuva 2.13: Mohrin ympyra

Paadyttiin siis siihen, etta kaikkien tasojen, joka ovat kotisuorassa padjannitysten o,
ja o, madrittelemda tasoa vastaan, normaali- ja leikkausjannityksen madrittelema
piste P:(o,,7,) sijaitsee paajannitysten o, ja o, avulla konstruoidulla Mohr’in
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ympyréalla (vrt. kuva 2.13). Vastaavasti kaikkien tasojen, joka ovat kotisuorassa
padjannitysten o, ja o, (o,>o,) méadrittelemdd tasoa vastaan, normaali- ja
leikkausjannityksen maéérittelemd piste P:(o,,7,) Sijaitsee padjannitysten o, ja o,
avulla konstruoidulla Mohr’in ympyralla seka (itseisarvoltaan) suurin leikkausjannitys
ja sitd vastaava normaalijannitys nailla tasoilla ovat ™ =(o,-0,)/2 ja
o,=(0,+0,)/2. Vastaava tarkastelu patee myods Kkaikille tasoille, jotka ovat
kohtisuorassa paajénnitysten o, ja o, madritteleméd tasoa vastaan. Jos akseleiksi
otetaan nyt normaalijannitys o, ja leikkausjannityksen suuruus (itseisarvo) ™

saadaan kolme puoliympyrdd, jotka on kuvassa 2.14 piirretty samaan
koordinaatistoon.  Padjannityksille on kaytetty suuruusjarjestyksen mukaisia
alaindekseja I, 11 ja I11.

T(n),\ _0,toy
o, =——
2

O Oy

Kuva 2.14: Kolmidimensioisen jannitystilan Mohrin ympyréat sekd suurimman
leikkausjannityksen ja sitd vastaavan normaalijannityksen maaraytyminen sen avulla.

Koordinaattitasoja  vastaan kohtisuorien tasojen normaalijannitystd o, ja

n

leikkausjannityksen suuruutta 7™ vastaa siis aina piste jollakin kolmesta
puoliympyréstd. N&ma tasot eivat kuitenkaan edusta kaikkia mahdollisia tasoja.
Voidaan kuitenkin osoittaa (todistus sivuutetaan tassd), ettd kaikkien muiden
mahdollisten tasojen normaali- ja leikkausjannityksia vastaavat pisteet P:(o,,7,)

asettuvat aina kuvassa 2.14 esitetylle varjostetulle alueelle.

Nain voimme paéatelld seuraavaa: Suurin kappaleen tarkasteltavassa pisteessa P
vaikuttava leikkausjénnitys (itseisarvo) on

1
Trmax :E(o-l _o-lll) ' (242)
missd o, ja o, ovat suurin ja pienin paajannitys ko. pisteessd. Nama esiintyvat
neljall4 tasolla, jotka muodostavat 45° asteen kulman pédjannitysten o, ja o,

suuntien kanssa (kuva 2.15). Néill& tasoilla esiintyva normaalijannitys on

[op :%(O-I +oy,). (2.43)
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o

X

Kuva 2.15 Suurin leikkausjénnitys ja sita vastaava normaalijannitys sekd niiden

vaikutustasot

2.8 Jannityskomponenttien tasapainoyhtalot

z
fdxdydz

®
(t® +a;—dz)dxdy

X

Kuva 2.16 Differentiaalisen s&rmidn vapaakappalekuvio

Kuvan 2.16 differentiaalisen sarmiéon vaikuttavaksi voimaresultantiksi saadaan

) 6t(i) . ) at(J) .
dF = (t® +a—dx)dydz —tOdydz + (t? +Wdy)dzdx—t“)dzdx
X

®)
+ (94 %dz)dxdy —t®dxdy + fdxdydz

(i) (1) (k)
SO fydxdydz
OX oy oz
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Sarmidn voimatasapainoehto on dF =0. Koska differentiaalinen tilavuus dxdydz on

nollasta eroava, tdman yhtald on voimassa, jos lausekkeen (2.44) sulkulauseke haviaa.
Nain s&rmidn vektorimuotoiseksi voimatasapainoyhtéloksi saadaan

6t(') at(l) at(k)
—+

+ +f=0. (2.45)
OX oy oz

Yhtalon (2.45) x —akselin suunteiselle komponenttiyhtal6lle saadaan

0) ) O] O] it iot
i-(é‘t—+at +8t +f)=0 = o+t )+6(|t )+6(|t )+i-f:0
ox oy 0z OX oy 0z
9o, 07y Ot

Ly Hy oy f =0
ox oy 0z

Vastaavaan tapaan saadaan y— ja z-—akselien suuntaiset komponenttiyhtélot.
Voimatasapainoyhtal6 (2.44) komponenttimuodossa lausuttuna on siten muotoa

0
90, +i+%+ f, =0,
ox oy oz

0 0 0
Txy+i T

— L+ —2+f =0, 2.46

ox oy o 7 (2.46)
0

%‘F&‘F%‘F fZ =0.

OX oy oz

Tama kolmen ensimmaisen kertaluvun osittaisdifferentiaaliyhtalon muodostama
yhtéléryhmd on jannityskomponenttien tasapainoyhtéldiden tavanomainen muoto.
Sellaisenaan se on melko vaikea hahmottaa ja muistaa. Tassé on avuksi tiedostaa, ett&
kaikki kolme yhtaléa ovat muodoltaan samanlaiset. N&in, jos muistaa ensimmaisen
yhtéldn

E
90y Ot OTu g, (2.47)
ox oy oz

saa muut kaksi yhtéloa soveltamalla siihen kiertovaihtelua

z

VAN (2.48)

X =Yy

Kuvan 2.16 differentiaalisen suuntaissarmion momentille keskipisteensa suhteen
saadaan

Rak-54.1200 Rakenteiden lujuusoppi luentoja, osa | 32

dx. .. ot® dx . ,
dM = —ix (t© + =—dx)dydz — —i x (~t™)dydz
) x(t + ax )dy ) x(—t)dy

)
+d—2yj x(t +%dy)dzdx—d—2yj>< (—t9)dzdx

®
+$kx(t(k) +at—dz)dxdy—$kx(—t(k))dxdy (2.49)
2 oz 2
5 1ot® s 1oth 1 0t®
=[ix (D +==—dx) + jx (tP + ==—dy) + k x (t* + ==—dz)]dxdydz
2 ox 2 oy 2 oz
= (i xtD 4 jxt +kxt®)dxdydz

Yhtaloketjun viimeisen yhtasuuruusmerkin jélkeinen lauseke saatiin jattamalla
edellisen lausekkeen sisempien sulkulausekkeiden jalkimmaéiset termit edellisten
rinnalla differentiaalisen pienia pois.

Sarmidén momenttitasapainoehto on nyt dM =0. Koska differentiaalinen tilavuus
dxdydz on nollasta eroava, tdmd yhtal6 on voimassa, jos lausekkeen (2.49)
sulkulauseke hdviaa. Nain sarmion vektorimuotoiseksi momenttitasapainoyhtaloksi
saadaan

ixt® 4+ jxtP +kxt® =0. (2.50)
Sijoittamalla tdhén jannitysvektorien komponenttimuotoiset lausekkeet (2.9) saadaan
(), —7)i+ (7, —7,,)i+ (7 — 7, )k =0,

Tamé vektoriyhtalo toteutuu, jos

Ty =Ty Ty =Ty Ty =Ty (2.51)

Xz
Nain sarmion momenttitasapainoehto johti leikkausjannitysten ja jannitysmatriisin

symmetrisyyteen, kuten jo edelld olemme yksinkertaistetun tarkastelun perusteella
todenneet.
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2.9 Jannityskomponenttien tasapainoyhtélét sylinterikoordinaatis-
tossa

Koordinaattipintojen (r = vakio, 8 =vakio ja z =vakio) suuntaisten pinta-alkioiden
(vastaavat yksikkdnormaalivektorit ovat e, e, ja e,) jannitysvektorit t*), t®) ja

t®) tarkasteltavassa pisteessd P (kuva 2.17a) esitetadn sylinterikoordinaatistossa
muodossa

t* =ce +1, Lo+ T,

rz-z?

. (2.52)
(&) _

™ =r,e, +7,6,+0,8,

(&) _
™ =r,e +o,8,+7,€

(@) z £ (b) z

o) o)
\\\\d% N
\

0 g I6’

Kuva 2.17 (a) koordinaattipintojen suuntaisten pinta-alkioiden jannitysvektorit ja (b)
jannityskomponentit sylinterikoordinaatistossa

Néiden yhdeksdn skalaarikomponenttia o,, 7,,, jne., joita on havainnollistettu

kuvassa 2.17b, ovat pisteen P jannityskomponentit sylinterikoordinaatistossa.
Symboli o viittaa normaalijannitykseen ja symboli z leikkausjannitykseen.

T rdé

©)
(t€ +ata—dz)dr-rd9
t®)rdodz z

) + de drdz
t®)drdz ( )

fdr-rd de
(er)

it«r + X 4rydad;
or

y
)/t(e )dr-rdo
\,d¢9 |
r. N

X o tde

Kuva 2.18: Differentiaalisen sdrmidn vapaakappalekuvio
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Kuvan 2.18 differentiaalisen sarmiéon vaikuttavaksi voimaresultantiksi saadaan
dF =[t®'r + (6 ) dr]dodz —t“’rd@dz + () 2 dﬁ)drdz t®)drdz
r

(e;)
() +%dz)dr -rd0—t*dr - rdg -+ fdr - rdfdz

2.53
_ Lo 1 ot at“z (253)

r o raoe  a
at(er) t(er) 1 at(e(/) at(ez
or r r 06 oz

+f]dr-rd@dz

+f)dr-rdédz.

Sarmidn tasapainoehto on dF =0. Koska differentiaalinen tilavuus dr-rdédz on
nollasta eroava, tdméan yhtalé on voimassa, jos lausekkeen (2.53) sulkulauseke héviaa.
Nain sarmion vektorimuotoiseksi tasapainoyhtéloksi  sylinterikoordinaatistossa
saadaan

ote) ) 1 ot ot
+ +
or r r 06 oz

+f=0. (2.54)

Yhtélon (2.54) r —viivan suuntaiselle komponenttiyhtélolle saadaan

at(ev) t(e.) 1 at(ee) at(e 2)
e, + +=
or ror 60 oz
6(er.t(er)) er.t(er) 1 at(ee) a(er.t(ez))
= + +=e, +
or r r o0 0
do, o, 1 o™ Lot

> —L+—L4+Ze. —r+f =0
or r r 00 62

+)=0

+e,f=0 (2.55)

Koska e, riippuu vain koordinaatista @, mutta ei koordinaateista r ja z, se voitiin

viedd derivaattamerkin sisddn yhtdlon vasemman puolen ensimmdisessa ja
neljannessa termissa. Kolmatta termid kasittelemme seuraavasti

1e ot fle i(r e, +o,e,+17,8€,)
rraa rrag or=r oo (224

77e (619, ,,rai+a&e,,+ ae‘ng—aT”Z e,)
00 00 "800 86 (2.56)
_1,07,, == —— fo,——  —— 97, ——
S(e, e, +7, 0,00, +—L€ €, — 0,0, + e e,)
o0 00 00
_la‘[{}r 7&
rog r’
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Sijoittamalla tulos (2.56) yhtdloon (2.55) saadaan r—viivan suuntainen
komponenttiyht&ld lopulliseen muotoonsa. Vastaavaan tapaan menetellen voidaan
johtaa myds € — ja z—viivojen suuntaiset komponenttiyhtalot.

Nain on saatu jannityskomponenttien tasapainoyhtélét sylinterikoordinaatistossa.

%+1%+%+1(0, —o,)+f, =0,

or r o0 oz

%+Eaﬂ+%+grw+f0:0, (2.57)
or r o6 oz r

aiJrlar’”+ai+1rn+f2:0.

o rog oz r

Vastaavaan tapaan kuin karteesisessa koordinaatistossa sarmién momenttitasapaino-
ehto johtaa myds sylinterikoordinaatistossa leikkausjannitysten symmetrisyyteen

Tn‘} :Tar’ TH :Tza’ T :Trz (258)

7 r

ja vastaavan jannitysmatriisin symmetrisyyteen. Johtoa emme téssa esita.
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2.10 Erikoisjannitystiloja

2.10.1 Tasojannitystila

®
z

Kuva 2.19 Tasojannitystilassa oleva levy

Tarkastellaan yksinkertaistettua fysikaalista tilannetta, jossa ohutta kalvoa tai levyd,
jonka paksuus on h, jannitetddn voimilla, jotka vaikuttavat sen tasossa ja ovat tdméan
suuntaisia. Esimerkki on esitetty kuvassa 2.19. Pinnat z=h/2 ja z=-h/2 ovat
vapaita kuormittamattomia. Koska jénnityskomponentit o,, z,, 7, havidvat ndilla

pinnoilla, voimme hyvélla syyll& otaksua niiden havidvan myos pintojen vélilla, joten
levyssa

O =Ty =Ty =0. (2.59)

Jannitystilaa, jossa ndmé yhtdlét ovat voimassa, Kkutsutaan tasojénnitystilaksi
X,y —tasossa. Nollasta eroavat jannityskomponentit tasojannitystilassa ovat siten

normaalijannitykset o, o, ja leikkausjannitys rz, (=z,) Tasojannitystilan
jannitysmatriisi on

Ox Tyxy
[cl=|7y oy O] (2.60)
0 0 O
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2.10.2 Tasomuodonmuutostila

o, (X Y)

£ E )

Kuva 2.20 Lieridméinen kappale tasomuodonmuutostilassa

S x
z

Kuva 2.21 Tasomuodonmuutostilassa olevan lieriomdisen kappaleen poikkileikkaus

Tarkastellaan  kuvan 2.20 lieriomdistd kappaletta. Sen sanotaan olevan
tasomuodonmuutostilassa, jos sen liike on rajoitettu siten, ettd partikkelit padsevat
siirtymédan vain x,y—tason suunnassa. Tallainen tilanne syntyy jos kappaletta
kuormittaa X,y -tason suuntainen kuormitus, joka ei vaihtele z-—akselin suunnassa.
Talloin  kappaleen jénnitystila on kaikissa z—akselia vastaa kohtisuorissa
poikkileikkauksissa sama ja tarkastelu voidaan rajoittaa kuvan 2.21 mukaiseen
poikkileikkaukseen. Kappaleessa ei talldin voi olla z—akselin suuntaisia
leikkausjannityksia z,, ja z,,, mutta partikkelien z—akselin suuntaisen liikkeen

estamiseksi tarvitaan sopivasti vaihteleva normaalijannitys o, (X, y) .
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Nollasta eroavat jannityskomponentit tasomuodonmuutostilassa ovat siten
normaalijannitykset o,, o,, o, ja leikkausjannitys z, (=z,,). Tasomuodonmuutos-

tilan j&nnitysmatriisi on

o, T, O
[c]=|z, o, 0O]. (2.61)
0 0 o

z

2.10.3 Tasojannitys- ja tasomuodonmuutostilan jannityksista

Tasojannitys- tai tasomuodonmuutostilan jénnitystila voidaan pdaéosin hallita
tarkastelemalla jannityksid pinnoilla, jotka ovat kohtisuorassa x,y—tasoa vastaan.
Jos otetaan kayttdon 2 x 2 jannitysmatriisi

Ty Oy

Oy Ty
[o]= { y} : (2.62)

voidaan edelld kolmidimensioiselle jannitystilalle johdettuja matriisikaavoja soveltaa
myds tasojénnitys- tai tasomuodonmuutostilassa.

Esimerkiksi traktion t™ komponenteille x,y—tasoa vastaan kohtisuoralla pinnalla,
jonka yksikkonormaali on n=n,i+n j, saadaan

)" =[o)n}, (2:63)

missa

et _n,]  [cose
{t' )}—{t;m}’ {n}_{ny}_{sina} (2.64)

ja @ on yksikkdnormaalin ja x-—akselin valinen kulma. Jos kuitenkin syystd tai
toisesta haluttaisiin madrittaa traktion komponentit pinnalla, joka ei ole kohtisuorassa
X, y —tasoa vastaan ja jonka kaikki yksikkénormaalin komponentit n,, n, ja n, ovat

siten nollasta eroavia, jouduttaisiin yht&lossa (2.63) kéyttdmaan 3x3 matriisia (2.60)
tai (2.61) ja jalkimmaisessd tapauksessa myos traktion komponentille t™ saataisiin

nollasta eroava arvo t” = o,n, .

Normaalijénnitykselle ja leikkausjannitykselle (x,y—tasoa vastaan kohtisuoralla)
pinnalla, jonka normaali muodostaa x — akseliin ndhden kulman & saadaan

o, ={n}' [o}{n}=[cos¥),sin 9]{;'* TxyHcos 9}

w Oy |(sin@

=0, 08’ 0+0,sin’ 0+ 2z, sin G cos o,
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Kyseisen pinnan leikkausjannitykselle (komponentille pinnan tangentin) suuntaan
t=ti+tj =-sinéi+cosdj saadaan

7 =4} [oHn}=[-sin 6, cos 0]{;'* Ty } {cos 9}

v Oy |lsing

=—(o,—0,)sin#cosf+r, (cos® 6 —cos’ )
Soveltamalla trigonometrisia yhteyksia
c0s20 =cos’ #—sin’H, sin20 =2sinHcosH

naihin  kaavoihin saadaan normaalijannitykselle ja leikkausjannitykselle
tasojannitys- ja tasomuodonmuutostilassa pinnalla, jonka normaali muodostaa
x — akseliin ndhden kulman @, kéyttokelpoiset kaavat

o,+to, o0,—-0 .
c,= Ly Lc0s20+1,,5in 20,
2 (2.65)
o,—0, .
T =— sin 20 +z,, cos 20.
2

Tarkastellaan vield jannityskomponenttien kayttaytymistd koordinaatiston
kierrossa. Jannityskomponentit o, ja z;, saadaan suoraan kaavoilla (2.65), kun & on

X' ja x—akselien valinen kulma. Jannityskomponentti o on taas normaalijannitys
pinnalla, jonka normaalin suuntakulma on 6+90°. Sille saadaan
o, + 0, O, —O'y

o) =— 5 2 +XTcos(20+1800)+rxysin(20 +180°),

o,+to, oO,—0 i
= y—%cosze—rwsmze.

N&in on saatu jannityskomponenttien kayttaytymiselle koordinaatiston kierrossa
tasojannitys- ja tasomuodonmuutostilassa kayttokelpoiset kaavat

_o,+0, 0,-0,

oy + c0s20+1,,sin 26,
2 2 Y
, oy+to, o,-0, .
o, = ———>C0s26 —1,,5in 26, (2.66)
2 2 Y
o,—0, .
T, == Lsin 20 +z,, c0s 26.
2

Tarkastellaan seuraavassa pé&djéannitysten ja suurimman leikkausjéannityksen
maérittdmistd tasojannitys- ja tasomuodonmuutostilassa. Koska z-—akselia vastaan
kohtisuoran tason leikkausjannitykset 7, ja 7, haviavét, vaikuttaa silld pelkka
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normaalijannitys o, (tasojannitystilassa erityisesti o, =0). Nain se on yksi
paajannityksista ja merkitsemme o, = o, . Muut padjannitykset ovat siten X, y —tasoa

vastaan kohtisuoralla pinnalla ja ne voidaan maarittdd seuraavasti. Yhtalon (2.22)
kaksidimensioinen vastine on

josta saadaan kehittamalla

(0,-0)(o,-0)-75 =0 = o’ —(0,+0,)0+0,0,—7,=0.

Téaman toisen asteen yhtéalon ratkaisuna saadaan paajannityksille o, ja o,

_o.to, +\/(0'x+0'y)2

2
0y, = 2 2 —0,0,+7,

1 1
= E(o-X +0,) iE\/(O'X +o'y)2 —40,0, +47.'x2y

1 1
:5(6x +Gy)i54/(dx -0,)? +47),

Naitd paajannityksid vastaavat padsuunnat saadaan soveltamalla yhtdlon (2.31)
kaksidimensioista vastinetta

|:O'>< — Oj Tyy :HCOSHi } {O} .
: =10 (1=12)
Tyy oy —0j |[sing; 0

Ylemmasta yhtalosta saadaan

O, — 0O, O;. — 0O,
L —x — g =arctan——

(o,—0)cos6 +7,,5ing =0 = tang, =
Ty Ty

Nain olemme saaneet tasojannitys- ja tasomuodonmuutostilan padjannityksille kaavan

oy, :%(ax+ay)i%./(ax—ay)2+4rfy, 0,=0, (2.67)

ja pagjannitysten o, ja o, suuntakulmille 4, ja 6, kaavan

O, — O,
6, = arctan ——=

, ((=1,2). (2.68)

Txy

Padjannitys o, on z—akselin suuntainen.
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On térkeatd havaita, ettd ndin maaritetyt paajannitykset eivat ole suuruusjarjestyk-
sessd, vaikkakin helposti ndhdaén, ettd o, > o,. Kun ne pannaan suuruusjérjestykseen

ja merkitddn o,, o, ja o, voidaan suurin leikkausjénnitys ja sitéd vastaava
normaalijannitys méadrittdd kaavoilla (2.42) ja (2.43). Jos o, =0, o0,=0, ja
o, =0,, suurin leikkausjénnitys ja sitd vastaava normaalijannitys ovat erityisesti

o,-0, 1 2 2 o,+0, 0,t0o,
ry =82 L o oV 4, o =0t% 5t 2.69
max 2 2 (x y) Xy T 2 2 ( )

ja ne vaikuttavat x,y—tasoa vastaan kohtisuorilla tasoilla, jotka muodostavat 45°
kulmat paajannitysten suuntiin 6, ja @, nahden. Jos o, =0o,, 0, =0, ja o, =0,,
Tnax J@ 0, Vaikuttavat tasoilla, jotka muodostavat 45° kulmat z—akselin suunnan ja
suunnan 6, kanssa. Jos o, =g, 0, =0, ja 0,, =0;, T, Ja o, Vaikuttavat tasoilla,
jotka muodostavat 45° kulmat suunnan &, ja z—akselin suunnan kanssa.

Seuraavassa konstruoimme tasojannitys- ja tasomuodonmuutostilan Mohrin
jannitysympyran, jolla on tarked merkitys useilla rakennustekniikan aloilla,
erityisesti maamekaniikassa.

Siirtamalla ylemman yhtalén (2.65) oikean puolen ensimmaéinen termi vasemmalle
puolelle, korottamalla saadut yhtal6t puolittain toiseen ja summaamalla vield ndin
saadut yhtélot puolittain saadaan yhtélo

o, +0,

) +7h =R?, (2.70)

(O_n -

missé

R:%J(fooy)2+4rfy . (2.71)

Koordinaatistossa, jonka akselit ovat o ja z (jalkimméinen alaspain), lauseke (2.70)
esittdd ympyréd, jonka sdde on R ja keskipiste on o —akselilla kohdassa
(o, +0,)/2. Ympyraa kutsutaan kehittdjansa mukaan Mohr’in jannitysympyraksi

(kuva 2.22). Kaavoista (2.65) ndhd&én helposti, ettd kulman arvoa =0 vastaa
ympyran piste A:(o,,7,,) sekd arvoa @ =90° vastaa ympyran piste B: (o,,-7,,
Kulmaa @ vastaava piste P:(c,,7,,) ympyrélla saadaan kiertdaméllad ympyran sadettd
asemasta OA lahtien kulman 26 vastapdivaan, jolloin saadaan sade OP.

Kuvasta 2.22 ndhdaan mydgs, ettd ympyrén ja o —akselin leikkauspisteiden abskissat
antavat (X,y—tason suuntaiset) paajannitykset o, ja o, sekd ympyran séteen

vastaavat kiertokulmat 26, ja 26, antavat niiden suuntakulmien 6, ja 6,
kaksinkertaiset arvot. Myds huippupisteen C ordinaatta on suurin ( x, y —tasoa vastaan
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o, +0,
o =—"> |
|
Bi(o,,-7,)

P07w)

Kuva 2.22 Tasojannitys- ja tasomuodonmuutostilan Mohrin jannitysympyra.

kohtisuoralla tasolla esiintyvé) leikkausjénnitys z,, ja ympyrén keskipisteen O
abskissa on sité vastaava normaalijannitys o, .

Seuraavassa esittelemme kuinka Mohrin ympyra konstruoidaan, kun tarkasteltavan
pisteen jannityskomponentit o, o, jar,, tunnetaan, ja kuinka sita kaytetaan.

Piirretddn o, z — koordinaatisto, jossa z—akseli on alaspdin. Merkitddn tahan
koordinaatistoon pisteet A ja B, joiden koordinaatit ovat (o,,7,) ja (o,,-7,)-

Piirretddn jana AB, joka leikkaa o —akselin pisteessd O. Piirretddn piste O
keskipisteend ja jana OA sateend ympyrd. Tdmé& on Kkyseisen jannitystilan Mohrin
ympyra (vrt. kuva 2.23).

Bi(o,,~7,)

Ao, 7,

Kuva 2.23 Mohrin ympyrén konstruointi
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Normaalijannitys o, ja leikkausjannitys z,, pinnalla, jonka normaali muodostaa
kulman @ x-—akselin kanssa, saadaan kiertdmall& ympyrédn sédettd asemasta OA
lahtien kulman 26 vastapéivadn asentoon OP. Talloin pisteen P koordinaatit ovat o,

ja 7, (vrt. kuva 2.24).

B
P00 70)

A

Kuva 2.24 Normaalijannityksen o, ja leikkausjannityksen z,, méaarittdminen
pinnalla, jonka normaali muodostaa kulman @ x —akselin suhteen

’

ja 7., koordinaatistossa x',y’, jonka x'—akseli
y Xy

muodostaa kulman 6 x-—akselin suhteen, saadaan kiertdmalla ympyréan halkaisijaa
asemasta BA lahtien kulman 26 vastapdivaan asentoon QP. Tallin pisteen P
koordinaatit ovat o, ja 7, sekd pisteen Q koordinaatit ovat o) ja -z, (vrt. kuva

2.25).
B
P07y
S 20

> O

Jénnityskomponentit o,, o

Kuva 2.25: Jannityskomponenttien oy, o ja r,, madrittdminen koordinaatistossa
X, y', jonka x"—akseli muodostaa kulman 6 x-— akselin suhteen

Pagjannitykset o, ja o, saadaan ympyrén ja o —akselin leikkauspisteiden
abskissoina ja niiden suuntakulmien 6, ja 6, kaksinkertaiset arvot ovat séteen
vastaavat kiertokulmat. Suurin (x,y—tasoa vastaan kohtisuoralla tasolla) esiintyva
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leikkausjannitys z,, ja sitd vastaava normaalijannitys o, saadaan ympyrén
huippupisteen C ordinaattana ja ympyran keskipisteen O abskissana (vrt. kuva 2.26).

Kuva 2.26: Pé&djannitysten o, ja o,, niiden suuntakulmien 6, ja 6, sek& suurimman
(x, y—tasoa vastaan kohtisuoralla pinnalla vaikuttavan) leikkausjannityksen z, .. ja
sité vastaavan normaalijannityksen o, maérittdminen

2.11 Keskiméardinen normaalijannitys ja deviatoriset jénnitys-
komponentit

Ns. keskimaarainen normaalijannitys o, maéritellddn nimensd mukaisesti
normaalijannitysten keskiarvona eli

o Z%(O'X+O'y+0'z). (2.72)

Ensimmaéisen jannitysinvariantin 1, avulla lausuttuna se on

Il
=2 2.73
o =1 (2.73)

Jos kappaleessa (lepotilassa oleva neste voidaan myds ymmartad kappaleeksi)
vallitsee  hydrostaattinen  paine  p, normaalijannityksille on  voimassa

o,=0,=0,=-p, leikkausjannitykset haviavat ja keskimaarainen normaalijannitys
ono,=-p.

Ns. deviatoriset jannityskomponentit madritellddn seuraavasti. Deviatoriset
normaalijannitykset ovat

(2.74)

ja deviatoriset leikkausjannitykset ovat
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S, =T

Xy xy ! syz = Tyz’ szx =T (275)

Deviatoriselle jannitysmatriisille

Sx Xy X
[s1=|sy, S, S, (2.76)
Szx yz Sz

saadaan siten
[s]=[c]-0o,l[l]. (.77)

Jannitysmatriisin jakamisella ns. deviaatio-osaan [s] ja hydrostaattiseen osaan
o,[1] kaavan

[e]=[s]+0o,[l] (2.78)

mukaisesti on tarked merkitys, kun kuvataan esimerkiksi metallien plastista
kayttaytymista.
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3. Muodonmuutostila

3.1 Siirtyma

Tarkastellaan deformoituvaa kappaletta. Sen tyypillinen partikkeli, joka on alkutilassa
pisteessa P, siirtyy deformaatiossa pisteeseen P’(kuva 3.1). Pisteen P koordinaatit
X,y,Z, jotka kuvaavat kappaleen partikkelien asemia alkutilassa, valitaan
tarkastelussa riippumattomiksi muuttujiksi. Koska piste P’ on saman partikkelin
asema deformaation tapahduttua, sen koordinaatit x',y’,z’ ovat koordinaateista x, y, z
riippuvia funktioita. Niille voidaan siten kirjoittaa

X'=x'(xy.2), Y=Yy xy2), 2'=7(x%Y,2). @1
Kaytettaessa vektoriesitystd, jossa pisteiden P ja P’ paikkavektorit ovat

X = Xi+ yj+ zk,

3.2
X' =Xi+Yyj+7'k, (32)
yhteydet (3.1) saavat muodon
X' =X'(x). (3.3

Jos tarkastellaan kappaleen liikettd ajan t funktiona, tulee lausekkeiden (3.1) ja (3.3)
oikeanpuoleisiin funktioihin lissmuuttujaksi aika t.

z /- \\ =~
/ \
{ P’:(X', y',Z,) ,
\ /
/
~
, u
X
P:(x.Y,2)
k 4 X
> y
J

X

Kuva 3.1: Siirtymévektori
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Tarkasteltavan partikkelin siirtymavektori

u=ui+vj+wk, (3.4)
on pisteiden P ja P’ valinen vektori eli

u=x-Xx, (3.5)
ja sen komponenteille saadaan

u=x'-x,v=y' -y, w=z-2 (3.6)

Nahdaan, ettd siirtymdvektori on paikkavektorin x funktio eli u=u(x) ja
siirtyméakomponentit ovat koordinaattien X, y,z funktioita eli u=u(x,y, z), jne.

3.2 Janan venyma

Tarkastellaan kuvan 3.2 janaa. Se voi olla kuminauha, suoran sauvan akseli tai
differentiaalinen materiaalisdie kappaleen sisélla. Aluksi janan paat ovat pisteissa P ja
Q ja siirtyvat sitten pisteisiin P" ja Q. Janan pituus alkutilassa on L ja lopputilassa
L’. Janan lopputilan ja alkutilan pituuksien erotus AL =L'—L kuvaa sen pituuden
muutosta deformaatiossa. Jos se on positiivinen, jana pitenee eli venyy, tai jos se on
negatiivinen, jana lyhenee eli puristuu. Tatd pituuksien erotusta kutsutaan janan
pituudenmuutokseksi eli absoluuttiseksi venyméksi. Se riippuu janan pituudesta ja sen
dimensio on pituus.

Kuva 3.2: Janan venymé

Rakenteiden mekaniikassa tarvitsemme pituuden muutosta kuvaavan suureen, joka on
dimensioton. Tallaiselle suureelle kaytetddn nimitysta suhteellinen venyma eli
lyhyemmin venymd. Venymad voidaan madritellda eri tavoin. Niin sanottu
insindorivenymé madritellddn suhteellisena pituuden muutoksena alkupituuden
suhteen, eli

3.7
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Se voitaisiin myds maaritelld suhteellisena pituudenmuutoksena loppupituuden
suhteen, eli
, AL L'-L
e = =

L’ L’

: 3.8)

jolloin puhutaan ns. todellisesta venymasta. Lujuusopin ja rakenteiden mekaniikan
perustarkasteluissa kdytetddn muotoa (3.7).

Kayttokelpoisin venyman madrittely lujuusopissa ja rakenteiden mekaniikassa
tapahtuu kaavalla

L/ 2_ LZ
_ , 3.9
e 39

Kysymyksessé on niin sanottu Lagrangen venymé, jolla ei ole vastaavaa geometrista
tulkintaa kuin insin66rivenymalla. Jos kuitenkin janan pituus muuttuu vahan, saadaan

~2L
g:(L—|_2)|52L+L)zLEL:e_ (3.10)

Nain pituuden muutoksen ollessa pieni Lagrangen venyma on likimain yhté suuri kuin
insinddrivenyma eli suhteellinen pituuden muutos alkupituuden suhteen. Kantavat
rakenteet ovat yleensd suhteellisen jaykkid, jolloin tdmé& olettamus on yleensa
voimassa.

3.3 Nelikulmion liukumiskulma

Tarkastellaan kuvan 3.3 nelikulmiota, joka kokee deformaation. Alkutilassa se on
suorakaiteen muotoinen, jolloin janat PQ ja PR ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.
Deformaation jélkeen siitd on tullut suunnikas, jolloin janojen P'Q" ja P'R’ vélinen

kulman on « . Kulma y =x/2-« on siten janojen PQ ja PR valisen suoran kulman
muutos (pienenemd) deformaatiossa ja sitd kutsuntaan téssé liukumiskulmaksi.

Z R’
]
\V\\\\a/ P ¢

y \Q

X R P’

b

Kuva 3.3: Liukumiskulma

X

Rak-54.1200 Rakenteiden lujuusoppi luentoja, osa | 49

3.4 Deformoituvan kappaleen venyma ja liukuma

3.41Venyma

Kuva 3.4: Venymén ¢, maarittaminen

Tarkastellaan deformoituvan kappaleen pisteeseen P liittyvad jana-alkiota (kuva 3.4),
jonka suuntainen yksikkdvektori alkutilassa on

n=n,i+nj+nk (3.11)

ja jonka pituudet alku- ja lopputilassa ovat dn ja dn’. Jana-alkion paatepisteiden
koordinaatit alkutilassa ovat

Xp =X, Xq =X+ndn (3.12)

ja lopputilassa
/ ' ou
Xp =X+U, xQ:x+ndn+u+%dn. (3.13)

Jana-alkion pdiden valisille vektoreille alku- ja deformoituneessa tilassa saadaan nyt

dx =Xq =X, =ndn, (3.14)
ou
dx'=x; —x, =(n+—)dn 3.15
o =% =( 6n) (3.15)
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ja deformoituneen jana-alkion pituuden nelidille

g—:)dnz -+ 2n.g“ +%“ Dy (3.16)

dn2 = dx’ [P= dx'sdx’

Nyt deformoituvan kappaleen pisteen P venymalle suuntaan n saadaan kaavaa (3.9)
soveltamalla lauseke

12 _ qn?2
g odnioon'_ ou louou  ou 1 oup a.17)
2dn on 20n on on 2 on

3.42 Liukumiskulma ja liukuma

Kuva 3.5: Liukumiskulman y,, maarittdminen

Tarkastellaan nyt kahta deformoituvan kappaleen pisteeseen P liittyvéa jana-alkiota
PQ ja PR, jotka ovat alkutilassa kohtisuorassa toisiaan vastaan. Niiden suuntaiset
yksikkdvektorit alkutilassa ovat

n=ni+nj+nk, t=ti+tj+tk. (3.18)

seka pituudet alkutilassa ovat dn ja dt. Jana-alkioiden péatepisteiden paikkavektorit
deformoituneessa tilassa ovat

Xp =X+U, X :x+ndn+u+g—udn, Xp :x+tdt+u+%udt. (3.19)
n
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Jana-alkion paiden valisille vektoreille deformoituneessa tilassa saadaan nyt
dx; =Xg —Xg :(n+%)dn, dx; =Xy —Xp :(t+%)dt. (3.20)

Naiden pistetulolle saadaan

0
dx ed! = 0+ Yydne(t+ Myat = (et +ne Mo .M L U Ny (321)
on ot ot on on ot

Toisaalta pistetulon madaritelman perusteella ja venyman lausekkeen (3.17) avulla
saadaan

dx! «dx! =| dx!, |4 dx; | cosa = dn'dt'cos(% —2)
=dndt\1+2¢, \(1+ 26, sin g,,.

Tassa kaytettiin hyvaksi Lagrangen venyman maérittelykaavan avulla seuraavasti
saatavia jana-alkioiden uusien pituuksien lausekkeita:

(3.22)

2 _ 2 2 _ 2
n:% = dn’ = 1+ 2z, dn, gt:% = dt' = T+ 25,0t

Merkitsemélld lausekkeiden (3.21) ja (3.22) oikeat puolet yhtd suuriksi, saadaan
kappaleen pisteen P suuntiin n ja t liittyvalle liukumiskulmalle tulos

=arcsin————(n- u + t-a—u + a—u-a—u) . (3.23)

«/1+Zs 1+ 2¢, on on ot

Tatd vastaten kappaleen pisteen P suuntiin n ja t liittyva liukuma maéaritellaan
kaavalla

ou au au au
=Ne—+te— 3.24
Tt (3.24)

Liukumiskulman avulla lausuttuna se on siten

Yo =L+ 22, \1+ 22, sin 7. (3.25)

Kantavien rakenteiden yhteydessé venymét &, ja ¢, ovat yleensé ykkoseen nahden
pienid. Liukumiskulma y,, on téalléin my@s niin pieni, ettd sen sini voidaan korvata
silld itsellaén. N&in liukumalle saadaan

7nt zzm' (326)

eli se on liukumiskulman suuruinen.
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3.43 Lagrangen ja infinitesimaalinen venyma ja liukuma

Pisteen P venymalle suuntaan n ja suuntiin n ja t liittyvélle liukumalle saatiin siis
siirtymévektorin u avulla ilmaistut lausekkeet

g =n L Xy (3.27)
on 2 on

ou ou ou ou
+te—+

& on on ot

Vo =ne (3.28)

Siirtymakomponenttien avulla lausuttuina ne ovat

ou ov ow 1_o0du,,
=N —+nN,—+Nn —+ + 3.29
G =Mooty o o 2[(6n) ( ) ( )] (3.29)

au ov ow _ du o ow
Y =N —+N, —+N,—+t, —+t, —+1,
ot ot ot on on “on
oudu Ovov Owow
+——t——+—
onot onot on ot

(3.30)

Nama ovat venymén ja liukuman yleiset lausekkeet eli Lagrangen venyma ja
liukuma. Usein voidaan otaksua, etté siirtymien derivaatat ovat niin pienid, ettd niiden
neliét ja tulot voidaan otaksua niiden itsensa rinnalla havidvan pieniksi. Tallgin
puhutaan infinitesimaalisesta venymaéstd ja liukumasta. Lausekkeista (2.29) ja (3.30)
saadaan ndille

g, =N a—u+n @+n @ (3.31)
n

7nt:nx@+n @+n2@+txa—u+t @HZ@ (3.32)
ot Yot ot “on Yon on

Siirtymévektorin avulla lausutut infinitesimaalinen venyma ja liukuma ovat

& = n-gl; , (3.33)
au ou
Vot = n-at +t.6n . (3.34)

Koska kantavat rakenteet ovat yleensd varsin jaykkid ja muodonmuutokset siten
pienid, perustuu rakenteiden suunnittelu laajalti perinteisen infinitesimaalisiin
muodonmuutoksiin perustuvan rakenteiden mekaniikan kayttoon.
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3.5 Muodonmuutoskomponentit karteesisessa koordinaatistossa
3.51 Infinitesimaaliset muodonmuutoskomponentit

Venymékomponentit, joita kutsutaan usein myds lyhyesti venymiksi ja merkitaén
&, &, Ja g, madritellaan koordinaattiakselien x, y ja z suuntiin liittyvina venymina.

Esimerkiksi x-akselin suuntaan liittyen n=i ja n=x, joten kaavasta (3.33) seuraa

ou  ou
& =—.
X ox

Vastaavan tapaan saadaan lausekkeet kahdelle muulle venymakomponentille s, ja &, .
Saadut kolme infinitesimaalista venymakomponenttia ovat siten

gxza—u, gy:@, EZ:@. (3.35)
OX oy oz

Liukumakomponentit, joita kutsutaan usein myds lyhyesti liukumiksi ja merkitaén
Vw1 ¥y, 18 75, madritellaan koordinaattiakselien x, y ja z suuntiin liittyvina liukumina.

Esimerkiksi x- ja y-akselien suuntiin liittyen n=i, t=j, n=x ja t=y joten
kaavasta (3.34) seuraa

ou au au av

Vastaavan tapaan saadaan lausekkeet kahdelle muulle liukumakomponentille y,, ja
7 - Saadut kolme infinitesimaalista liukumakomponenttia ovat siten

ou av o ow ow ou
Yy = 7yz:7+7’ Yo =7t (336)

6y ax oz oy ox oz
Helposti nahdaan, ettd kolmelle muulle liukumakomponentille patee, y,, =7,
Yy =Vy J& ¥y=Vy Venymd ja liukumakomponentteja yhdessda Kkutsutaan

muodonmuutoskomponenteiksi. Riippumattomia muodonmuutoskomponentteja on
siten, kuten jannityskomponentteja, kuusi kappaletta.

Lausekkeet (3.35) ja (3.36) ovat infinitesimaalisten muodonmuutoskomponenttien ja
siirtymien yhteydet. Ne nayttelevat merkittdvéd osaa perinteisessé lujuusopissa ja
rakenteiden mekaniikassa.

3.52 Lagrangen muodonmuutoskomponentit

Menettelemdlld vastaavaan tapaan kuin edelld voidaan johtaa Lagrangen
muodonmuutoskomponenttien ja siirtymien valiset yhteydet:

Esimerkiksi x-akselin suuntaan liittyen n =i ja n=x, joten kaavasta (3.27) seuraa
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.ou 1, 0u ou 1_adu ov ow
i e o [ BN GO R

2
*Uox 2'ox T ox 206X ox ax)]'

Vastaavan tapaan saadaan lausekkeet kahdelle muulle venymékomponentille ¢, ja ¢, .

Saadut kolme venymékomponenttia ovat siten

ou 1.,6u,, ow,,
&= 13 *[(f) ( ) (5) 1
ov 1 6u ow
— — +(=)2, 3.37
&= Y 2[(6y) (8y) (6y)] (3.37)
ow 1_0u,, oW, ,
ey 5[(5) (Z) (E) 1

Esimerkiksi x- ja y-akselien suuntiin liittyen n=i, t=j, n=x ja t=y joten
kaavasta (3.28) seuraa

7Iclu+J6u ou dou_odu @ ou ou 8vav+6wéw
Ty T T o "oy T oy T ox oxoy  oxay  ox oy
Vastaavan tapaan saadaan lausekkeet kahdelle muulle liukumakomponentille 7, ja

7 - Saadut kolme liukumakomponenttia ovat siten

v vov owow
oy ox oxoy oxdy ox oy
v oW uou vav owow
TGy Toya e oy oz
oW, ou uau vov owow

6x 0z 0z OX az ax az ax

Ty =

(3.38)
72)(

Lausekkeet (3.37) ja (3.38) ovat Lagrangen muodonmuutoskomponenttien ja
siirtymien yhteydet. Ne ndyttelevat merkittdvdd osaa modernissa numeerisiin
menetelmiin perustuvassa lujuusopissa ja rakenteiden mekaniikassa.

3.6 Venyma ja liukuma muodonmuutoskomponenttien avulla

Pisteen P kautta kulkevan yksikkdvektorin n suuntaisen suoran vektorimuotoinen
yhtéld on

x"(n)=x, +nn, (3.39)

missa X, on pisteen P paikkavektori ja n yksikkdvektorin n suuntainen koordinaatti.
Tamén yhtalon komponenttiesitys on
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x"(n)=x, +n,n, y'(n) =y, +nn, z"(n)=z,+n,n (3.40)

Siirtyméavektorin  derivaatalle koordinaatin n suhteen saadaan soveltamalla
ketjuderivointia funktioon u =u(x"(n), y"(n),z"(n))ja lausekkeita (3.40)

= +n, —.
on oxdn oy dn 6z dn o yay ‘oz

ou _ du dx +67udy +67udz au ou ou (3.41)

Siirtymévektorin derivaatalle yksikkdvektorin t suuntaisen koordinaatin t suhteen
saadaan vastaavasti

Mg Mg My N (3.42)
a e ey ta

Nait4 tuloksia hyvéksi kayttden venyman lausekkeesta (3.27) saadaan

ou 1,0u, au 10u ou

el e L od dd
Fn on 2|c’)n| an 2on on
au au au
=(ni+n j+nk n—+n +n, —
( v )( x MYy zaz)
1, ou au au au au au
—(n —+n +n,—)+«(n,—+n,—+n,—)
x oy oz ox Yoy oz
:nx( ou 1(1‘" aﬂ) ( clu 1@ 07U)+nzz(k.clu+18u.6u
X Zaxax oy 20y oy 0z 201 0z
xy Yy
—_——
ou ou 6u au ou ou au au
+n.n, (jo —+ . —)+n,n, (Ke—=+ je
OX ay OX By oy oz ay oz
Y
+n,n, (i« —+k a—u ud
oz OX 0z oOX

Lopuksi kaytettiin hyvaksi venymén ja liukuman lausekkeita (3.27) ja (3.28) seka sité,
kuinka muodonmuutoskomponentit edella maériteltiin niitd kéyttden. Ndin saadaan
pisteen P venymé suuntaan n lausutuksi muodonmuutoskomponenttien avulla

2 2 2
&, =Me&, +Ne, +NE, +nNy, +nNy, +0,N7,. (3.43)
Tama lauseke voidaan esittdd matriisimuodossa seuraavasti
T
& ={n} [¢]{n}, (3.44)

missa
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s Tu In
2 2 N,
7)( }/Z
[e1=| 2= 5, | {d=in, (3.45)
nZ

Vastaavan tapaan menetellen voidaan johtaa lauseke, joka lausuu pisteen P suuntiin n
ja t liittyvén liukuman muodonmuutoskomponenttien avulla. Se on

T =206t +2nt e +2nt¢, (3.46)
+ (nxty + nytx)yxy + (nytz + nzty)}/yz + (nztx + nxtz)}/zx'

Tama lauseke voidaan esittdd matriisimuodossa seuraavasti

7o = 2AnY [t} (3.47)
missa

tX
{t}=<t, . (3.48)

t

z

3.7 Muodonmuutoskomponentit koordinaatiston kierrossa

Mééritetddn  muodonmuutoskomponentit  koordinaatistossa ~ x',y’,z',  jonka
kantavektorit ovat I, m ja n, kun muodonmuutoskomponentit koordinaatistossa
X, Y, Ztunnetaan. Maérittelynsd mukaan venymékomponentti &, on tarkasteltavan

pisteen P venymé& suuntaan I. Talléin n=1 ja n=x", jolloin lausekkeesta (3.44)
seuraa

z, ={Y [ {0}, (3.49)
Vastaavasti liukumakomponentti y, on tarkasteltavan pisteen P suuntiin | ja

m liittyva liukuma. Tall6in n=1, t=m, n=x" ja t=Yy’, jolloin lausekkeesta (3.47)
seuraa

Doy [sJmy. (3.50)

Ndin  edeten  voidaan  maarittdd  samantyyppiset  lausekkeet  kaikille
venymakomponenteille ¢,, &/, &,, ry,, 7}, Ja 7, Kaikki nama lausekkeet voidaan

esittdd yhtend matriisilausekkeena
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[T=[L1[e]ILT (3.51)
missa
o Dy Ta
22
[£]= Lzy & % (3.52)
A

[LI=|m, m, m, (3.53)
n. n,

on koordinaatiston muunnosmatriisi. Kaavan (3.51) avulla voidaan madrittaa
muodonmuutoskomponentit X', y’, z’' — koordinaatistossa, kun ne x,y,z—koordinaa-
tistossa tunnetaan. Kéanteisell4 kaavalla

[e]=[LT [¢'][L] (3.54)
voidaan tehda painvastainen laskelma.

Edelld esitetystd on kdynyt ilmi, ettd jannitystilalla ja muodonmuutostilalla on tietty
analogia, jossa. normaali- ja leikkausjannityksia vastaavat venymat ja liukumat. Kuten
jannitystilan kasittelyn yhteydessa todettiin, ettd jannityskomponentit, normaali- ja
leikkausjannitykset, muodostavat niin sanotun toisen kertaluvun tensorin, jonka
matriisi jannitysmatriisi (2.10) on. Syyna tahan oli se, ettd jannityskomponentit
kayttaytyivat koordinaatiston kierrossa kaavan (2.17) mukaisesti. Perinteisessé
teknisessa esitystavassa, jota tdssd esityksessa noudatamme, muodonmuutoskompo-
nentit, venymat ja liukumat, eivat kuitenkaan sellaisenaan muodosta tallaista tensoria.
Venymdt ja liukumien puolikkaat sen sijaan muodostavat toisen kertaluvun tensorin,
jonka matriisi maarittelemamme muodonmuutosmatriisi (3.45) on. Syyna tahan oli se,
ettd jannityskomponentit kéyttaytyivat koordinaatiston Kkierrossa kaavan (3.51)
mukaisesti.

Nain luonnehditun analogian perusteella voimme ottaa kdyttdon useita jannitystilan
yhteydessé johdettuja tuloksia, kunhan vain korvaamme normaalijénnitykset
vastaavilla venymilla ja leikkausjannitykset vastaavien liukumien puolikkailla.
Seuraavassa késittelysséd otetaan t&mén analogian perusteella kayttoon joitakin
tuloksia ilman johtoa.
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3.8 Padvenymaét ja suurin liukuma

Paavenymat saadaan seuraavan kolmannen asteen yhtélon ratkaisuna

& —¢ Ly S
2
7, 7,
det([e]-¢[1])=0 & | X & - X |=0
([e]1-£11]) : Y : (3.55)
Vax & & —¢
2 2
= &8-0e"+1,e-3,=0
missa
£, szy g, 77” g, %
=&+, +6,,= + + , J, =det[e] (3.56)
Xy 7yz c Vax g,

ovat venymadinvariantit. Jos paavenymét ¢, ¢, ja &, esitetddn suuruusjérjestyksessa,
niille kéytetddn merkintdja ¢,, ¢, ja ¢, . Pévenymdn i suunta saadaan
ratkaisemalla homogeeninen yht&loryhma

" 0
Y. Yy i
([e]-&[1 T} ={0} < 7“ &8 7y ny =10 (3.57)
n, 0
yZX & gl _gl
2 2
Yhdessa lisdyht&lon (yksikkdvektorin pituus on 1)
nZ+n?+n? =1 (3.58)

kanssa. Tuloksena on paavenyman i suuntainen yksikkovektori n'=nji+nj+nk.
Kuten paajannitykset myos padvenymat ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.

Vastaavasti kuin kolmidimensioita jénnitystilaa voidaan myds kolmidimensioista
muodonmuutostilaa havainnollistaa kéayttden kuvan 3.6 mukaisia Mohrin ympyrdita.

Kuvan perusteella voidaan muun muassa péaatelld, ettd kappaleen suurin liukuma
tarkasteltavassa pisteessa on suurimman ja pienimman paavenyman erotus, eli

Vmax = €1~ € - (3.59)
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€ € & "

Kuva 3.6: Kolmidimensioisen muodonmuutostilan Mohrin ympyrat

3.9 Muodonmuutoskomponentit sylinterikoordinaatistossa
Siirtyméavektori sylinterikoordinaatistossa on
u=ue, +Uye,+uze,, (3.60)

jossa siirtymékomponentit ovat muuttujien r, € ja z funktioita. Muodonmuutos-
matriisi sylinterikoordinaatistossa on

g ln Tn
2 2
n_| Zer Yo 3.61
[£1] > G 5 (3.61)
Ta Tu o
2 2

Muodonmuutoskomponenttien ~ muuntaminen  Kkarteesisesta  koordinaatistosta
sylinterikoordinaatistoon tai pdinvastoin tapahtuu kaavoilla (3.51) ja (3.54), kun
koordinaatiston muunnosmatriisina on

cos® singd 0
[L]=|-sin@ coséd O]. (3.62)
0 0 1

Seuraavassa johdetaan muodonmuutoskomponenttien ja siirtymien yhteydet
sylinterikoordinaatistossa. ~ Koska  sylinterikoordinaatistoa  kaytetddn yleensé
yksinkertaisten analyyttisten ratkaisujen méarittdmisen yhteydess, rajoitutaan hyvalla
syylla infinitesimaalisiin muodonmuutoksiin.

Venymé ¢, on r—viivaan suuntainen venymd, joten lausekkeessa (3.33) n=e, ja
dn=dr, joten sille saadaan
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ou 0 ou, ou, au,
& :er-a—:er~—(urer +u.e, +Ue,)=¢e. 5 e, +a—e(, + 5
r r r r

au%aAaLai

e, €, +—2¢€, e,
or or or or

e,)

Venymé &, on #-viivaan suuntainen venymd, joten lausekkeessa (3.33) n=e, ja
dn=rd@, joten sille saadaan
10u

=8,

ue, +ue,+ue
<9 rag grag( 6~0 ZZ)

€9 —€

—— ——

10u, lce, 1lou, 1ce, 1ou,
=e,(= LU =—+=—le, +u,——2+=—Le))

r o6 rog r o0 roe r oo

lou, u, J_, 1ou, u —— 1lau —— 1ou, u
= e (e, L, = -
rog r 00 r oo

==

Venymé ¢, on z-—viivaan suuntainen venymd, joten lausekkeessa (3.33) n=e, ja
dn =dz, joten sille saadaan

g, = 6u—e g(uewe +ue,) = e( re+%e +auze)
z z az z rer r-e az 4 az z
6u,r—L ou, —— 6qu~1~ ou,
= e +—2e, e, e,e,=—=
oz oz az oz

Liukuma ,, on r— ja @-viivoihin liittyvd liukuma, joten lausekkeessa (3.34)
n=e,, t=e,, dn=dr ja dt=rdé, joten sille saadaan

1aou ou_ 10
yrgzer-F£+e oo r-—ag(u,e,+ugeﬂ+ue)+e- (ue, +uye, +ue,)
€y €
—— ——
10u, u, oe, 1au, u, oe, 1lou, ou, ou, ou,
=e (——Lfe +L—L+-—Le,+L—"L+——Le,)+e,o(—Le +—Le,+—2¢,)
r oo r og r oo r og r oo or or or
léu, u, —— lou, u, —— lauzr—L aurJH 6u,,r—'1% ou, ——
=(=—F-"2e,e, +(=—%L+-TL)e, e, +——%e e, +—Le, e, +—2e e, +—28,
rog r rog r r oo or or or
_Low u, oy
rog r or

Liukuma y,, on @- ja z-—viivoihin liittyva liukuma, joten lausekkeessa (3.34)
=e,, t=e,, dn=rd@ ja dt =dz, joten sille saadaan
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ou lou 0
Vo = 9'§+ez 20" e,~—(u.e, +u,e, +uze, )+e o— (u L +ue, +ue,)
0 0 0 10 EEL 10 O;L 10
e, (Bre, + 20, + Tre ) ve, (- e, 4o ry 2Tl (o B 20 )
0. oz 0 r 060 r o6 r o6 r 06 r o6
U, —— U, —— ou,—— 1ou U, —— 10U, U —— 10U ——
= € %€, +—2€, 00, +—Le 08, +(-—F——L)e, e +(=—L+-T)e, e, +——L¢,08,
oz oz oz rog r rog r r o6
ou, 1lou,
=— 4 -——=L
oz r o0

Liukuma y, on z— ja r—viivoihin liittyvd liukuma, joten lausekkeessa (3.34)
=e,, t=e,, dn=dz ja dt =dr, joten sille saadaan

ou ou 0
Y ez-ar+e,-az —eZ-—(u,er+u0e,,+ue )+e, - (u UL, +UeL,)
ou ou a ou aou
=g o(—Le +—2e Le,)+e, Ur e +—Lle,+—2e
2 o ot St D+ ( PR 2)
au, ou, —— au, au, au, au, —
= e, e, e,e, +—=€,%e, +—Le e +—Le e, +—Le e,
0 0 oz oz oz
_ au, +%
or oz

Nain olemme johtaneet muodonmuutoskomponenttien ja siirtymien yhteydet
sylinterikoordinaatistossa:

ou, lou, u, ou,
& = Eg=—F t— &= '
o’ rog r oz (3.63)
_16ur_ug ou, _ou, 1loau, _5Uz+3ur

T tae Tt e T m e o e

Rak-54.1200 Rakenteiden lujuusoppi luentoja, osa | 62



3.10 Suhteellinen tilavuudenmuutos, keskimaardinen venyma ja
deviatoriset muodonmuutoskomponentit

3.10.1 Suhteellinen tilavuudenmuutos

ixi

X
Kuva 3.7: Suhteellisen tilavuudenmuutoksen maarittaminen

Deformoituvan kappaleen suhteellinen tilavuudenmuutos eli dilataatio &, pisteessé

P maéritellddn kyseiseen pisteeseen liittyvan differentiaalisen tilavuusalkion dV
suhteellisena tilavuudenmuutoksena alkutilavuuden suhteen, eli

_A@Y) _dv'—dv

- 3.64
VT av o dv (3.64)

missdé dV' tilavuusalkion tilavuus lopputilassa. Tarkastellaan kuvan 3.7
differentiaalista suorakulmaista sarmiéta, jonka sivut PQ, PR ja PS yhtyvat alkutilassa
koordinaattiakselien suuntiin ja niiden pituudet ovat dx, dy ja dz. Tilavuusalkion
alkutilavuus on siten

dV = dxdydz.
Sarmidn sivujen suuntaisille vektoreille lopputilassa saadaan (vrt. kaava (3.20))

. I S au
PQ =(i+)dx, PR =(j+)dy, P'S=(k+)dz.
Q' =( ax) (i - )dy ( 62)

Sarmidn tilavuudelle lopputilassa saadaan nyt

=P'QPR'x P'S =
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Suhteelliselle tilavuudenmuutokselle saadaan nyt

(i+ ‘lu).(j + clu) x (K + Z—sz)dxdydz —dxdydz

Lo_dvi-dv T oy
VT oodv dxdydz
:(i+"”u x
ay
—[(1+—)|+—] —k] [—|+(1+—)J+—k] [—ui+—1 (l+—)k] -1

oy oy

Kayttéen skalaarikolmitulon determinanttiesitystd, saadaan suhteellisen tilavuuden-
muutoksen lausekkeeksi

L v w
OX OX OX
o= M N Wy (3.65)
oy oy oy
v ow

— +
oz oz oz

Infinitesimaalisten muodonmuutosten tapauksessa suhteelliselle tilavuudenmuutok-
selle saadaan yksinkertainen riippuvuus venymistd. Johdetaan se seuraavassa:
Kehittamalla determinanttia ensimmaéisen vaakarivin mukaan, saadaan

| fu o ow | dou , ov
fo@edy ¥y My | oy Ty
oX'| ov ow| Ox|éu ow 8X6u ov
— 1+— — 1+— —
oz oz oz oz o oz
-+ S e
oy
e QWY W W N VoW WAV
ox" oy oz oy” 0z ox 0z 0Xoy Ox 0y 0z Ox oy oz

OX 6y oz axay oyoz 0Oz 0Ox OXoOy Oy oLz Ox oz
auavaw 6v6w6u+8w6u6v OuUOWOV OVOwou Ow ov ou

ou 6v E?w aou ov c’ivaw+c7w6u ovou Owov owadu

axayaz OX 0Oy 01 OXx0Oyorz OXOy oL 0Oy Ox 0L 01 OXoy

Infinitesimaalisten muodonmuutosten tapauksessa siirtymien derivaatat otaksutaan
niin pieniksi, ettd toisen ja kolmannen asteen termit niistd voidaan jattda pois, joten
suhteelliselle tilavuudenmuutokselle saadaan

& = < @+@—5 +e,te, (3.66)
ox oy oz

Se on siten venymien summa.
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3.10.2 Keskimaarainen venyma

Ns. keskimaarainen venymé g, maéaritelladn nimenséd mukaisesti venymien
keskiarvona eli

1
&n :g(gx +te, +é&,). (3.67)
Suhteellisen tilavuudenmuutoksen &, (infinitesimaaliset venymét) ja ensimmaisen
venymainvariantin J, ja avulla lausuttuna se on

& J
g =L =11,

e 3.68
n=3 73 (3.68)

Ns. deviatoriset muodonmuutokset maéaritellaan seuraavasti. Deviatoriset venymat
ovat

8, =& —Ens

& =¢&,~&, =6 -8, (3.69)
ja deviatoriset liukumat ovat
exy :7xyl eyz :7\/11 ezx :7zx‘ (370)

Deviatoriselle muodonmuutosmatriisille

e & &
2002
e e,
[e]= 7“ e, % (3.71)
e
€x n ¢,
2 2
saadaan siten
[e]l=[e]-&,[1]. (38.72)

Muodonmuutosmatriisin voidaan jakaa kaavan
[e]=[e]+¢,[1] (3.73)

mukaisesti deviaatio-osaan [e] ja tilavuudenmuutososaan &, [1].
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3.11 Tasotapauksen (tasojannitys- ja tasomuodonmuutostilan)
muodonmuutoksista

Sekd tasojannitys- ettd tasomuodonmuutostilassa z—suuntaan liittyvat liukumat
haviavat eli y, =y, =0. Lisaksi tasomuodonmuutostilassa siirtyminen z—akselin

suunnassa on estetty, eli w=_0. Talléin myés ¢, =ow/0z=0.

Tasojannitys- ja tasomuodonmuutostilassa muodonmuutostila voidaan hallita
tarkastelemalla muodonmuutoksia X, y—tasossa. Jos otetaan kayttoon 2x2
muodonmuutosmatriisi

Yy
2
le]= , (3.74)
7 Xy
2 Y

voidaan edelld kolmidimensioiselle muodonmuutostilalle johdettuja matriisikaavoja
soveltaa myds tasojénnitys- ja tasomuodonmuutostilassa.

Esimerkiksi venymaélle 7, suuntaan, joka muodostaa kulman & x-—akselin suhteen,
saadaan
7/><y

e v
X cosé
&, ={n} [e{{n} = [cos ,sin 6] 2 1%
Yy sin@
2 &
2 s 2 f ‘9><+£y ‘gx_gy }/xy f
=¢,€08"0+¢,siN"0+y, sindcosd = + 2 c0520+73m29.

Sita vastaava liukuma 7, saadaan (vrt. kaavojen (2.65) johto) samaan tapaan. Né&in

saadaan venymalle suuntaan, joka muodostaa kulman & x— akselin suhteen seka sita
vastaavalle liukumalle kayttokelpoiset kaavat

e te &, —&
g =—""~tp

cos 26‘+7—£ysin 20, 1, = (e, ~,)sin 20+ y, cos 2. (3.75)

Muodonmuutoskomponenttien kayttaytymiselle koordinaatiston kierrossa
saadaan edelleen (vrt. kaavojen (2.66) johto) kayttokelpoiset kaavat

+ J—
;:ﬁ+m00329+&sin20,
2 2
+ —
=80 5 o500 -T2 sin 2, (3.76)
2 2 2

Yy =—(&,—¢,)sin20+y, cos20.
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Koska tasotapauksessa y, =y, =0, venyma &, on yksi padvenyma & =¢,. Nain
tasotapauksen paavenymille saadaan (padjannitysten kaavaa (2.67)) vastaten kaava

&, :%(sx+5y)i%1/(z:x—5y)2+yfy, &, =¢, (3.77)

ja paévenymien ¢, ja ¢, suunnille 4, ja 6, (kaavaa (2.68) vastaten) kaava

% (i=12). (3.78)

Xy

0, = arctan

Padvenyma &, on z—akselin suuntainen.
Suurin liukuma tarkasteltavassa pisteessa on
Vmax = €1 ~ &y - (3.79)

Erityisesti, jos ¢, = ¢, ¢, =&, jJa &, =¢&,, suurimmalle liukumalle saadaan kaava

Voo = 6= 6, =&, &, + 72, (X, y ~tasossa). (3.80)

Mohrin jannitysympyrad vastaten tasotapaukselle voidaan myés konstruoida Mohrin
muodonmuutosympyra. Silld on vastaavat ominaisuudet kuin  Mohrin
jannitysympyrélla ja tarkeimmat niistd kayvat ilmi kuvasta 3.8. Huomionarvoista on,
ettd jannitysympyrén z —akselia vastaa muodonmuutosympyrén y /2 — akseli.

&
C A )
7 2
2
Kuva 3.8: Mohrin muodonmuutosympyra
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3.12 Muodonmuutokomponenttien kompatibiliteettiyhtalot
3.12.1 Kolmidimensioisen kappaleen kompatibiliteettiyhtalot

Koska yhtédlét, joita ryhdymme seuraavassa johtamaan, tulevat kysymykseen
yksinkertaisten analyyttisten ratkaisujen méaarittdmisen yhteydessd, rajoitutaan téssa
hyvélla syylla infinitesimaalisiin muodonmuutoksiin.

Muodonmuutosten ja siirtymien yhteydet

ou ov ow
EX:&, 8)’:67’ EZ:E,
y (3.81)
N N w ow
e T T a ey T T

Jos siirtymakomponentit u(x,y,z), v(x,y,z) ja w(x,y,z) ajatellaan tunnetuiksi,
ndista lausekkeista voidaan suoraan madrittdd vastaavat muodonmuutoskomponentit
£,(x,y,2), jne, y,(xy,z), jne. Jos sen sijaan muodonmuutoskomponentit
£,(x,y,2), jne., y,(x,y,2), jne. ajatellaan tunnetuiksi, yhtalst (3.81) muodostavat

kuusi ensimmaéisen kertaluvun osittaisdifferentiaaliyhtal6d kolmen siirtymén
u(x,y,z), v(x,y,z) ja w(x,y,z) madrittdmiseksi. Yhtaloryhmassa on siis kolme
yhtdl6d enemman kuin tuntemattomia. Taman vuoksi on ilmeista, ettd
osittaisdifferentiaaliyhtaloryhmélla (3.81) ei ole yksikasitteistd ratkaisua u(x,y,z),

v(x,y,z) ja w(x,V,z), jos funktiot &,(x,y,z), jne. y,(X,y,2z), jne. on valittu
mielivaltaisesti. Yhteensopivuus- eli kompatibiliteettiyhtélét ovat ne ehdot, jotka
muodonmuutosten &, (x,Y,2), jne. z,, (X, y,2), jne. tulee toteuttaa, jotta niiden avulla

voitaisiin saada yksikésitteinen ratkaisu siirtymille u(x,y, z), v(x,v,z) ja w(x,y,z).

Derivoimalla yhtal6ita (3.81) puolittain seuraavasti:

d’e, &
oy = oxoy?
52€y o%v
o Xy

OFry _ du v
X0y  Oxoy?  ox*oy

ja laskemalla kaksi ensimmadistd yhtdl6d puolittain yhteen ja véhentdméalla siitd
puolittain kolmas yhtéld, saadaan

2 2
s, O, 0%y _

o e oxdy
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Vastaavasti voidaan muodostaa kaksi muuta yhtal6a, jotka saadaan myos ylla olevasta
yhtéldsté kayttéen kiertovaihtelua.

Derivoimalla yhtal6ita (3.81) puolittain seuraavasti:

Oy, N dw Yy, dw  u 0y, Fu | dw

RPN P P =t ! - T2
OX OX°0z OX°0y OXx0y OX°0y OXoyoL OX0L OXoyor oOx°oz

ja laskemalla kaksi viimeisté yhtaloa puolittain yhteen ja vahentdmalla siitd puolittain
ensimmainen yhtald, saadaan

g(_ayyl +672x +6}/XY)=262€><

ox. ox oy oz oyor

Vastaavasti voidaan muodostaa kaksi muuta yhtal6d, jotka saadaan myos yll& olevasta
yhtalosta kayttaen kiertovaihtelua. Ndin olemme saaneet kuusi yhteensopivuus- eli
kompatibiliteettiyhtélod, jotka muodonmuutoskomponenttien tulee toteuttaa

o, s, O,

ayyl a}/zx
2 2 = »Jné
R G

+

OX oy

2
O jne, (3.82)

0
+ &) =2
oz oyoz

0
xC

Jos kappaleen muodonmuutostila &, (x,y,2), jne., 7, (x,y,2), jne. toteuttaa nama
kuusi yhtéloéd, se on niin sanotusti yhteensopiva ja yhtaldiden (3.81) avulla voidaan
maarittaa yksikasitteisesti siirtymat u(x,y,z), v(x,y,z) ja w(x,y,z). Yhtalot (3.82)
eivat kuitenkaan ole riippumattomia’.

3.12.2 Tasotapauksen (tasojannitys- ja tasomuodonmuutostilan) kompatibili-
teettiyhtald

Tasotapauksessa muodonmuutosten ja siirtymien yhteydet ovat

ou ov ou ov

E = &= Ty :5+&.

3.83
Y (3.83)

Nama yhtélét muodostavat kolme ensimmadisen kertaluvun osittaisdifferentiaali-
yhtdl6d kahden siirtymdn u(x,y) ja v(x,y) ratkaisemiseksi. Tassd tapauksessa
ehdoksi yhtéldiden ratkaistavuudelle saadaan yksi kompatibiliteetiyht&lo

2. B, O°
0 82 . fzy Iy (3.84)
oyt X oxdy

jonka johto tapahtuu samalla tavalla kuin yhtdldiden (3.82) ensimmaisen yhtalon
edella.

! L.E. Malvern, Introduction to the Mechanics of Continuous Medium, Prentice-Hall,
1969, s. 187.
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4 Konstitutiiviset yhtalot

4.1 Jannitysten ja muodonmuutosten valisesta riippuvuudesta

(@) F (b)
A:ﬂd2 A':%Iz
4 _
7T ~ o=t o
A/
1,
L E|/
L' /,
Y/ o=0(¢)
I
q v &
|%| d/
L!Z_LZ | |
NPT F F

Kuva 4.1: (a) vetokoe ja (b) normaalijénnitys-venymékuvio

Kuva 4.1a esittdd vetokoetta, jossa homogeenista ympyrasylinterin muotoista sauvaa
vedetddn siten, ettd sen pituus L Kkasvaa uuteen arvoon L'. Sauvan (Lagrangen)
venyma ¢ voidaan nyt laskea ndiden avulla kuvan mukaisesti. Sauvan keskiosassa,
etdélld sen Kkiinnityskohdista, vallitsee tasan jakautunut normaalijannitys o . Se
voidaan myds helposti laskea, kun kuormitetun sauvan halkaisija d’ ja voima F on
mitattu. Jos vetokoe suoritetaan siten, ettd sauvan pituutta lisatddn askelittain ja
lasketaan vastaavat venymat ja normaalijannitykset, voidaan konstruoida kuvan 4.1b
mukainen normaalijannitys-venymékuvio. Se antaa materiaalille kokeellisen
normaalijannitys-venymadriippuvuuden o =o(¢), joka on epdlineaarinen
(kéyraviivainen). Tyypillisesti normaalijannitys-venymakayra lahtee origosta ja on
sen ldheisyydessé likimain suora. Kun venymdt ovat pienid, kuten kantavissa
rakenteissa voidaan usein otaksua, jannitys-venymakéyrad voidaan approksimoida
suoralla, jonka yhtalo on

o=Ec¢. (4.1)
Yhtdlod (4.1) kutsutaan Hooken laiksi ja suoran kulmakerrointa E kimmo-

moduuliksi. Hooken lakia noudattavan materiaalin  jannitys-muodonmuutos-
riippuvuus on siten lineaarinen (suoraviivainen).
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@)
T_i
(b) N ~ Lh
i 1
-
| F L |
(c) T
1,
GV e

Kuva 4.2: (a) idealisoitu leikkauskoe (b) levyn alaosan vapaakappalekuvio (c)
leikkausjannitys-liukuma kuvio

Kuva 4.2a esittaa idealisoitua leikkauskoetta, jossa homogeeninen levy on kiinnitetty
kiinteddn alustaan ja sen yldreunalle aiheutetaan (kaikissa reunan pisteissd sama)
siirtymd u . Jos rajoitutaan pieniin kulmiin (y = ), levyn liukuma y voidaan laskea
kuvan mukaisesti. Levyn vaakasuoralla leikkaustasolla (kuva 4.2b) vallitsee tasan
jakautunut leikkausjannitys 7, joka voidaan myds helposti laskea, kun siirtymén
aiheuttava voima F on mitattu. Jos leikkauskoe suoritetaan siten, ettd siirtymaa
lisitddn askelittain ja lasketaan vastaavat liukumat ja leikkausjannitykset, voidaan
konstruoida kuvan 4.1c mukainen leikkausjannitys-liukumakuvio. Se antaa
materiaalille kokeellisen leikkausjannitys-liukumariippuvuuden z=7(y). Myos
leikkausjannitys-liukumakéyrd on tyypillisesti pienten liukumien alueella likimain
suora. Tallgin leikkausjannitys-liukumakdyrdd voidaan kantavissa rakenteissa usein
approksimoida suoralla, jonka yhtald on

7=Cy. (4.2)

Yhtélod (4.2) kutsutaan leikkauksen Hooken laiksi ja suoran kulmakerrointa G
liukumoduuliksi eli leikkausmoduuliksi.
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0,51

Kuva 4.3: Poikittaisen ja pitkittdisen venyman suhteen riippuvuus pitkittaisesta
venymasta vetokokeessa

Vetokokeessa (kuva 4.1a) voidaan myds mitata koekappaleen halkaisijan d'
muuttumista kokeen edistyessd. Talloin jokaista mitattua pitkittdisen venymén &
arvoa vastaava sauvan poikittainen venyma ¢, = (d'* —d?)/(2d?) voidaan laskea ja

haluttaessa piirtdd kayrd (kuva 4.3), joka kuvaa kuinka poikittaisen venymén &, ja

pitkittaisen venyman & suhde muuttuu pitkittaiseen venymaén kasvaessa. Osoittautuu,
ettd tdmé suhde pysyy pienilld venymén arvoilla vakiona. Tamén vakion vastalukua
kutsutaan Poissonin vakioksi ja sitd merkitddn symbolilla v . Se on siis kimmoisen
aineen materiaalivakio, jonka avulla vedetyn kimmoisen aineen poikittainen venyma
saadaan pitkittaisen venyman avulla lausekkeesta

£ =-Ve. (4.3)
4.2 Jannitys- ja muodonmuutoskomponenttien pystyvektoriesitys

Tarkeimmat kiintedn aineen mekaniikan konstitutiiviset yhteydet, kasittavat jannitys-
ja  muodonmuutoskomponenttien  vélisen  riippuvuuden. Koska molempia
komponentteja on vain 6 (riippumatonta) kappaletta, edelld kéytetty esitystapa, jossa
ne esitetddn 3x 3 =9 alkiota sisdltavina jannitys- ja muodonmuutosmatriiseina, ei ole
kovin  havainnollinen.  Toinen  mahdollisuus on  esittdd  jannitys- ja
muodonmuutoskomponentit 6 x1 sarakematriiseina

Ex

x

EY
z EZ
{o}= , {e}= : (4.4)
7 Xy
yz 7 yz
}/ZX

Qa9 Q9

N NN
<

S
15
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4.3 Lineaarisesti kimmoinen (Hooken) aine
4.31 Jannitysten ja muodonmuutosten yhteydet

Lineaarisesti kimmoinen aine on kiinted aine, joka noudattaa ns. yleistettyd Hooken
lakia. Sen mukaan jannityskomponentit riippuvat lineaarisesti muodonmuutos-
komponenteista, eli

o, =B+ Elzgy +Epe, + E147xy + E157yz + B e

o, = Ene, +Epne, +Epe, + E247xy + Ezsyyz +E 670
o, =By, +Epe, +Eye, + By +Eiry + Bl (4.5)
Ty = E, & + E42£y +E,¢, + waxy + E45;/yZ +Es6 0 '

Tyz = Eslgx + E525y + E53gz + E547xy + E557yz + E5672x'

Ty =Eqé, + Eez‘gy +Ege, + E647xy + E657yz + Ese7ue

missd kertoimet E; (i, j=1---6) ovat vakioita, jotka ovat riippumattomia

jannityksistd ja venymistd. Jannitys- ja muodonmuutoskomponenttien lineaarinen
riippuvuus (4.5) on matriisimuodossa

{o}=[EXe}, (4.6)
missa

i Ell E12 E13 E14 E15 EIG
E21 E22 E23 E24 E25 EZG

[E] — E31 E32 E33 E34 E35 E36 (47)
E41 E42 E43 E44 E45 E46
E51 ESZ E53 E54 E55 E56
L E61 EGZ E63 E64 EGS E66

on jannitys-muodonmuutosmatriisi eli Kimmomatriisi. Kimmomatriisin alkioiden
lukuméarda on 6x6=36, mutta ne Kkaikki eivat ole riippumattomia.
Energiatarkastelulla® voidaan osoittaa, etta E; =E;, eli kimmomatriisi on

symmetrinen. Taman vuoksi suurin mahdollinen riippumattomien kimmovakioiden
maard kimmoisessa aineessa on 21. Useimmiten riippumattomien kimmovakioiden
maara on paljon pienempi. Taméd lukumééran lasku aiheutuu materiaalisen
symmetrian olemassaolosta. Jannitys-muodonmuutosriippuvuutta (4.6) vastaavasti
voidaan lineaarisesti kimmoisen aineen muodonmuutos-jannitysriippuvuus esittaa
muodossa

{e}=[CHq}, (4.8)

! Tassa kurssissa ei kasitella energiaperiaatteita, joten todistusta ei suoriteta.
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missa [C] on muodonmuutos-jannitysmatriisi, jolle on voimassa
[C1=[E]". (4.9)

Koska seké jannitys- ettd muodonmuutoskomponentit riippuvat koordinaatistosta, on
ilmeistd, ettd myds jannitys-muodonmuutosmatriisin  [E] tai muodonmuutos-
jannitysmatriisin  [C] alkiot riippuvat yleisessd tapauksessa koordinaatistosta.
Materiaaleja, joiden jannitysmuodonmuutosyhteys riippuu  koordinaatistosta,
kutsutaan anisotrooppisiksi materiaaleiksi. Monet materiaalit ovat kuitenkin sellaisia,
ettd niiden jannitys-muodonmuutosyhteys ei riipu koordinaatistosta. Tallaisia
materiaaleja kutsutaan isotrooppisiksi materiaaleiksi.

4.32 Isotrooppisen aineen kimmovakiot
Seuraavassa esitellddn vield lyhyesti tyypilliset isotrooppisen lineaarisesti kimmoisen

aineen kimmovakiot ja niiden fysikaalinen merkitys. Kimmomoduuli on puhtaan
vedon- tai puristuksen alaisen koekappaleen jannityksen ja venymén suhde eli

E-Z (4.10)
£

Poissonin vakio on puhtaan vedon- tai puristuksen alaisen koekappaleen poikittaisen
£, japitkittdisen venymén ¢ suhteen vastaluku

y=—t. (4.11)

Liukumoduuli eli leikkausmoduuli on puhtaan leikkauksen alaisen koekappaleen
leikkausjannityksen ja liukuman suhde

G=L. (4.12)
y

Puristusmoduuli  on  keskimé&ardisen normaalijannityksen ja  suhteellisen
tilavuudenmuutoksen suhde

K=2m_Om (4.13)

4.33 Isotrooppisen aineen jannitysten ja muodonmuutosten valisista yhteyksista

Isotrooppisen lineaarisesti kimmoisen aineen materiaaliominaisuudet eivat riipu
koordinaatistosta. Sen kimmomatriisi on siten sama riippumatta koordinaatiston
asennosta. Tahan perustuen voidaan osoittaa®, etta isotrooppisella aineella on vain
kaksi riippumatonta kimmovakiota.

2 Todistus on tydlas ja sivuutetaan tassa.
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Fysikaalisesti perusteltu ja havainnollinen menettely Kirjoittaa isotrooppisen,
lineaarisesti kimmoisen aineen muodonmuutos-jannitysyhteydet kimmomoduulin,
liukumoduulin ja Poisson’in vakion avulla esitetdén seuraavassa: Ajatellaan, ettd
kappaleen tarkasteltavan pisteen P kohdalta on irroitettu differentiaalinen
suorakulmainen sarmid, jota kuormitetaan siten, ettd siihen vaikuttaa vuorotellen
jannityskomponentit  oy,...,7y,... Yksi kerrallaan ja merkitadn vastaavia
kuormitustapauksia vastaavasti (a),...,(f). Kuormitustapauksessa (a), jossa ainoa
nollasta eroava jénnityskomponentti on o, , saadaan Hooken lain mukaan venymille

o o
g® = x| gf) =&® =g = —VEX (4.14)

liukumien ollessa nollia. Kuormitustapaukset (b) ja (c), joissa edellisessd o, ja

jalkimméisessd o, on ainoa nollasta eroava jannityskomponentti, voidaan kasitell4

vastaavaan tapaan. Kuormitustapauksessa (d), jossa ainoa nollasta eroava
jannityskomponentti on 7, , saadaan leikkauksen Hooken lain perusteella

(d) =Tﬂ. 4.15
7Y =g (4.15)
Kuormitustapaukset (e) ja (f), joissa edellisessd z, ja jalkimmaisessa z,, on ainoa

nollasta eroava jénnityskomponentti, voidaan kasitell4 vastaavaan tapaan. Kaikkien
kuormitustapausten tulokset yhdistettyind ovat

1% 1%
= Log o) =Lon o) Loy
®__V ®_1 O __Vv
ExX TTESYy &y TE%y &2 EY
£ ——lo'z, s(yc) =—-—0,, s§°) —éaz,

(4.16)

@ _ "
Xy G
@ _ Tty
yz G '
(0 _Tx
X G

Koska tavoittelemamme materiaalilaki on lineaarinen, voimme soveltaa
yhteenlaskuperiaatetta ja laskea tarkastelemiemme kuormitustapausten vaikutukset
yhteen. Ndin saamme
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g, =&+l +e0 :lox Yo —LO'Z,
E E’ E

jne.

j (4.17)

Nain saadaan isotrooppisen lineaarisesti kimmoisen aineen muodonmuutosten ja
jannitysten yhteyksiksi lausekkeet

1 1
Ex :E(Gx_vay_vaz)l Vxy :arxyl
1 1
&, = E(ay —Vo, —VO,), ¥y = G o (4.18)
£ —i(a -vo, —vo,) —lr
z E z X y/ 7zx G x*

Naissd lausekkeissa esiintyy kolme kimmovakiota E, G ja v. Niiden valilld on
kuitenkin yhteys

E

G prT (4.19)

joka osoitetaan hetken paastd. Nain yhteyksida (4.18) varten tarvitsee maarittaa
kokeellisesti kaksi kimmovakiota, esimerkiksi kimmomoduuli E ja Poissonin vakio
v, jonka jalkeen liukumoduuli G voidaan laskea kaavasta (4.19). Esitys (4.18) on
isotrooppisen, lineaarisesti kimmoisen aineen muodonmuutosten ja jannitysten
valisten yhteyksien yleisin esitysmuoto, ja se on melko helppo muistaa.

Jos yhteydet (4.18) esitetddn  matriisimuodossa  (4.8), muodonmuutos-
jannitysmatriisille saadaan

1 v —v 0
-v 1 —v 0
-v —v 1 0

0 0 0 21+v) 0

0 0 O 0 21+v) 0

L0 0 O 0 0 2(1+v) |

o O o

: (4.20)

o O o o

1
[cl==

joka on nyt ilmaistu kimmomoduulin ja Poissonin vakion avulla.

Varsin yleisesti kaytetty esitysmuoto isotrooppisen lineaarisesti kimmoisen aineen
jannitysten ja muodonmuutosten yhteydelle on
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o, =(2G+ e, + igy +Aeg,, Ty = nyy,
o, =g +(2G+ ¢, + Ae,, 1,=0CGy,, (4.21)
o, =&, + e, +(2G+ )¢, 7, =Cy,.

missé A on vielad yksi kaytdssé oleva kimmovakio, ns. Lame’n parametri, jolla ei
ole yhtd selke&td fysikaalista merkityst& kuin edelld esitetyilla. Ndma yhteydet on taas
melko helppo muistaa. Jos yhteydet (4.21) esitetddn matriisimuodossa (4.6), jannitys-
muodonmuutosmatriisi on tallgin

[2G6+4 4 A 000
A 2G+A A 0 0 0
E-| * A 26+ 0 0 0 @22
0 0 0 GO0 o0
0 0 0 0G0
L0 0 0 0 0 G

Kolmas jossain mielessa havainnollinen esitysmuoto isotrooppisen, lineaarisesti
kimmoisen aineen jannitysten ja muodonmuutosten valisille yhteyksille on esittdd ne
keskimaéréisen normaalijannityksen ja suhteellisen tilavuudenmuutoksen yhteytend
sekd deviatoristen jannitysten ja muodonmuutosten yhteyksind. Keskiméadrdisen
normaalijannityksen ja suhteellisen tilavuudenmuutoksen yhteys on

o, =Kg, (4.23)

seka deviatoristen jannitysten ja muodonmuutosten yhteydet ovat

s, =2Ge,, s, =0Ce,,
s, =2Ge,, s, =GCe,, (4.24)
s, =2Ge,, s, =Ge,,.

4.34 Kimmovakioiden vélisi& yhteyksia

Edelld esilla on ollut 5 kimmovakiota E v G K ja A. N&ma ovat toisistaan
riippuvia siten, ettd jos kaksi niistd tunnetaan, muut voidaan laskea. Seuraavassa
johdetaan tarvittavia kimmovakioiden valisid yhteyksia.

Kayttéen hyvaksi lausekkeita (4.21) keskimdéraiselle normaalijannitykselle saadaan
1 1 1

o, = 5(0‘X +o,+0,)= E(ZG +32) (e, +¢,+¢,) = P (2G+34)s, - (4.25)

Puristuskertoimen maéaritelmasta (4.13) seuraa toisaalta

o, =Kas,. (4.26)
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Merkitsemalla yhtaldiden (4.25) ja (4.26) oikeat puolet yhtd suuriksi, saadaan
puristusmoduulin, Lame’n parametrin ja liukumoduulin vélille yhteys

K=/’L+§G. (4.27)

Keskimaaraiselle venymaélle saadaan

1 1 @-2v)
e =—(e,+¢&,+¢)=—(0,+0,+0,)1-2vV)=—T0_, 4.28
h=5Ere v = (0,10, 10)1-2) ==, (4.28)
Puristuskertoimen maéaritelmasta (4.13) seuraa toisaalta

1
&, :R%, (4.29)

Merkitsemélld yhtéaloiden (4.28) ja (4.29) oikeat puolet yhta suuriksi saadaan
puristusmoduulin, kimmomoduulin ja Poissonin vakion valille yhteys

E

K=3ia) (4.30)

Deviatoriselle venymalle e, saadaan kayttaen hyvéksi lausekkeita (4.18) ja (4.29)

1 o,
e =¢ —¢ =— — — _Zm
e = & —En £ (o,~vo,-vo,) 3K
1 o,+0,+0,
=E(aX -vo,-vo,)-(1-2v)—F"Z— (4.31)
+o,+
:“J(O-X _M):ﬂ(ax _Gm):ﬂsx
E 3 E E
Toisaalta sille saadaan lausekkeista (4.24)
s
e, =—*. 4.32
=06 (4.32)

Merkitsemélla yhtéldiden (4.31) ja (4.32) oikeat puolet yhtd suuriksi saadaan
liukumoduulin, kimmomoduulin ja Poissonin vakion valille yhteys

G= E .
2(1+v)

(4.33)

Kun kaksi kimmovakiota tunnetaan, saadaan tarvittavat muut kimmovakiot madrittaa
kayttaen hyvéksi yhteyksia (4.27), (4.30) ja (4.33). Oheiseen kaavaryhmaén on koottu
valmiita kaavoja joiden avulla tallainen laskelma sujuu mukavasti.
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_2v _G(E-26) _, 2. Ev
1-2v  3G-E 3 L+v)1-2v)
3Ky 3K(3K —E)
T1+v  9K-E '
6_A0-2) 3. o E _3KU-2)_ 3KE
2v 2 2(1+v) 21+v) 9K - E
2 Y E , 3K-26 3K-E

"T20+G) 3K-41 26 2@K+G) 6K
£ _G(B2+26) _AQ+v)A-2v) _9K(K ~4)

A+G v 3K-2
=2G(1+v)= 9KG =3K(1-2v),
3K +G
K:E+EG:;L(1+V):ZG(1+V): GE __E ,
3 3 3(1-2v) 3(3G-E) 3(1-2v)
G 1- A v
A+G "OAt2G 1-v’ (4.34)

Tarkastellaan lopuksi, joitain Poissonin vakion ominaisuuksia. Yleensd vedetty
kimmoinen koekappale venyy pituussuunnassa ja puristuu poikkisuunnassa seké
vastaavasti puristettu kappale puristuu pituussuunnassa ja venyy poikkisuunnassa,
jolloin v >0. Joissain tapauksissa poikittaista muodonmuutosta ei tapahdu, jolloin
v =0. Aine on kokoonpuristumatonta, jos dilataatio s, héviad. Infinitesimaalisten

muodonmuutosten tapauksessa dilataatiolla ja keskimaéréisell& normaalijannityksell&
on yhteys

m

_0'7_3(1—21/)6
\/_K_ E m*

Ehdosta &, =0 seuraa Poissonin vakiolle nain arvo v =1/2. Yhteenvetona voidaan

ndin todeta, ettd Poissonin vakio vaihtelee tavanomaisilla materiaaleilla valilla
0<v<1/2. Esimerkkind materiaalista, jonka v =0, on korkki ja materiaalista, jonka
v ~ 0,5, on kumi. Taysin kokoonpuristumatonta ainetta ei kuitenkaan ole olemassa.

4.35 Ortotrooppinen aine

Tyypillinen rakennustekniikassa esiintyva anisotrooppinen materiaalimalli on
ortotrooppinen aine. Esimerkiksi puun, maan ja kallion mekaanista kéyttaytymista
voidaan usein kuvata kayttéen ortotrooppista materiaalimallia.

Ortotroopisessa aineessa on kolme toisiaan vastaan kohtisuoraa suuntaa, joita
kutsutaan ortotrooppisuuden padsuunniksi. N&ma pédsuunnat voidaan yleensé
ulkoisesti havaita. Esimerkiksi pydredn puun tarkasteltavassa pisteessa P
ortotrooppisuuden pédsuunnat ovat sateen suunta, tangentin suunta ja pitkittaissuunta
oheisen kuvan 4.4 mukaisesti.
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Kuva 4.4: Puun ortotrooppisuuden péaasuunnat 1, 2 ja 3 sen poikkileikkauksen
pisteessé P. Suunta 3 kohdistuu katsojaan.

Otrotrooppisen aineen materiaaliparametrit on tarkoituksen mukaista maéritella
tarkastelemalla sitéd koordinaatistossa x,y,z jonka akselit yhtyvat ortotrooppisuuden
paasuuntiin 1, 2 ja 3. Talléin ndma parametrit voidaan madrittdd kayttden
koekappaleita, jotka on leikattu ja joita kuormitetaan pd&suuntien suuntaisesti.
Seuraava tarkastelu tapahtuu siis Xx,y,z koordinaatistossa, jonka akselit yhtyvét
ortotrooppisuuden paasuuntiin 1, 2 ja 3.

Ajatellaan, ettd tarkasteltavan pisteen P kohdalta kappaleesta on irroitettu
differentiaalinen suorakulmainen sérmid, jota kuormitetaan siten, ettd siihen vaikuttaa
vuorotellen jannityskomponentit oy ..., 7,y,... Yksi kerrallaan ja merkitaan vastaavia

kuormitustapauksia vastaavasti (a),...,(f). Kuormitustapauksessa (a), jossa ainoa
nollasta eroava jannityskomponentti on o,, alkio saa x —akselin suuntaisen venyman

£, ja poikkisuunnissa y ja z erisuuruiset vastakkaismerkkiset venymét &£* ja
£®, liukumien ollessa nollia. Ottamalla kayttoon suunnan 1 kimmomooduuli E,,

seka Possonin luvut v;, ja v,,, jotka médritellaan poikkittaisten venymien (suuntiin 2

ja 3) ja pitkittdisen venyméan (suuntaan 1) suhteiden vastalukuina, voidaan
kuormitustapauksen venymille Kirjoittaa

O, O, O,
&Y =2, gsa) = Vel = vy 5, e = e = vy X, (4.35)
El El El
Kuormitustapaukset (b) ja (c), joissa edellisessa o, ja jalkimmaisessa o, on ainoa

nollasta eroava jannityskomponentti, voidaan kasitelld vastaavaan tapaan.
Kuormitustapauksessa (d), jossa ainoa nollasta eroava jannityskomponentti on z, ,

saadaan ottamalla kdyttd6n suuntiin 1 ja 2 liittyva liukumoduuli G,

T,
(d) _ "1y
V) =2 (4.36)
Y G12

Kuormitustapaukset (€) ja (f), joissa edellisessd z, ja jalkimmaisessa z,, on ainoa

nollasta eroava jannityskomponentti, voidaan kasitell&4 vastaavaan tapaan. Kaikkien
kuormitustapausten tulokset yhdistettyina ovat
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1 v, v,
gia)zio-x’ g;a)__iax' z(a>=_ - Oy»
El El El
0 —_Yau () _ (b) Vas
&= y & T 0y & = %y
2 EZ EZ
V. V. 1
g:c):_ 310.ZY g;°)=_i . SZ(C)=*O'zv
3 E3 E3
(4.37)
yo =Dy
Xy 4
GlZ
7O = Ty
yz !
GZS
() _ T
X .
G31
Soveltamalla yhteenlaskuperiaatetta saamme
1 1% v,
e, :5ia) +££b) Jr‘gx(c) =0, _igy —iaz,
El EZ E3
jne.
J (4.38)
— @ _
Yy =Vxy T = Ty
GlZ
jne.
Ndin  olemme saaneet ortotrooppisen, lineaarisesti ~ kimmoisen aineen
muodonmuutosten ja jannitysten yhteydet
1 Vo Vi 1
&= O~ Oy~ ¢ On Yy == Ty
El EZ E3 G12
v, 1 v, 1
&R R O TE O TeTg, e (4.39)
1 2 3 23
Vis Vs 1 1
E=""20, =0, /0, VT Ty
El EZ E3 G31

Jos yhteydet (4.39) esitetddn matriisimuodossa (4.8), muodonmuutos-jannitysmatriisi
on
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R
El E2 E3
V12 i V32 0 O 0
E E E,
Vis Vas i 0 0 0
E E E

€= - " : (4.40)
0 0 0 — o0 0
G,
0 0 0 0 S 0
Gy

0 0 0 0 0 1

L G31_

Muodonmuutos-jénnitysmatriisissa (4.40) esiintyy 12 kimmovakiota: kimmomoduulit
E,, E, ja E;, Poissonin luvut vi,, v,,, V3, Vi, Vv ja vy, Seké liukumoduulit G,,,
G,; ja G,,;. Jannitys- muodonmuutosmatriisin symmetriasta johtuen niiden vélilld on
kuitenkin seuraavat kolme yhteytta

Vie _Va Vs _ Ve Va_Vis

=la , =2 (4.41)
El E2 EZ E3 E3 El

Nain ortotroopisen aineen muodonmuutos-jannitys riippuvuuden maarittamista varten
joudutaan kokeellisesti maarittdmaan yhteensd 12 —3 = 9 kimmovakiota.

4.36 Alkujannitykset ja alkumuodonmuutokset
Tarkastellaan ensin tilannetta, jossa kappaleeseen syntyy jannityksia myds muusta

syystd kuin sen deformoitumisesta kuormitusten alaisena. Tallaisia jannityksia
kutsutaan alkujénnityksiksi ja niiden muodostama sarakematriisi on

for=1""1. (4.42)
T

0

Kappaleen tarkasteltavan pisteen kokonaisjannitykset saadaan nyt muodonmuutok-
sista aiheutuvien jannitysten

{o.}=[EKe] (4.43)
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ja alkujannitysten summana
{o}={o0.}+{o,}. (4.44)

joten jannitysten ja muodonmuutosten viliset yhteydet saavat téssa tapauksessa
muodon

{o}=[EHe}+{o} (4.45)
eli
0, =(2G+ e, +Ae, +Ag, + 04, [N, 7, =Gy, +7,,, jne. (4.46)

Tyypillinen esimerkki alkujannityksestd on maan alla syvyydelld h sen omasta
painosta syntynyt jannitystila. Kun maata tarkastellaan kappaleena, johon kohdistuu
ulkoisia kuormia, voidaan t&md jannitystila ymmartdd alkujénnitystilaksi, jonka
jannityskomponentit ovat

O = _pgh1 Oy = JyO = _Kopgh1 z-><y0 = TyZO =Twxo = 0‘ (447)

missda K, on niin sanottu lepopainekerroin. Kaavassa (4.47) on oletettu, ettd

koordinaatiston  z —akseli suuntautuu ylospdin. Myds kallioperdssa esiintyy
vuosituhansien aikana tapahtuneiden geologisten prosessien tuloksena syntyneitd
huomattavan suuria alkujannityksid. Metallien valmistus- ja muokkausprosessit
aiheuttavat myds metallisiin rakenneosiin alkujannityksia.

Tarkastellaan toiseksi tilannetta, jossa kappaleeseen syntyy muodonmuutoksia myos
muusta syysta kuin ulkoisesta kuormituksesta aiheutuvista jannityksistd. Téllaisia

muodonmuutoksia kutsutaan alkumuodonmuutoksiksi ja niiden muodostama
sarakematriisi on

=11 (4.48)

xy0
7y20
Vo0

Kappaleen tarkasteltavan pisteen kokonaismuodonmuutokset saadaan nyt
jannityksisté aiheutuvien muodonmuutosten

{¢,}=[CHo} (4.49)
ja alkumuodonmuutosten summana
{e}={e,}+{&;}, (4.50)
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joten muodonmuutosten ja jannitysten véliset yhteydet saavat téssa tapauksessa
muodon

{e}=[CHo}+{s}- (4.51)
Vastaavat jannitysten ja muodonmuutosten yhteydet saadaan kaéntéen ja ovat
{o}=[El{e}H{&}) (4.52)
eli

0, =(2G + A)(&, — &) + Alg, —&y0) + g, — &), [NE,

4.53
Txy :G(]/xy _7xy0)v jne' ( )

Rakennustekniikassa alkumuodonmuutoksia aiheutuu |&mpdtilan ja kosteuden
muutosten vaikutuksesta. Lampétilan muutoksesta aiheutuvat alkumuodonmuutokset
isotrooppisessa materiaalissa ovat

gxo = 5y0 = 510 = aT AT’ 7xy0 = 7yzO = 7zx0 = 0! (454)

missd o, pituuden lampdtilakerroin ja AT on ld&mpétilan muutos.

4.37 Erikoisjannitystilat

Tarkastellaan lopuksi millaisiksi j&nnitysten ja muodonmuutosten véliset yhteydet
muotoutuvat, kun kysymyksessa on tasotapaus.

Tasojannitystila:

Tasojannitystilassa on voimassa o, =7, =7, =0, joten muodonmuutosten ja
jannitysten yhteydet (4.18) muokkautuvat seuraavasti

0

B 1 s 1 _ 1
Ex_E(o-x_vo-y_Vo-z)_E(o-x_Vo-y)’ 7Xy_a‘[xy’
1 2 1 1"9ﬁ
Ey:E(Gy_vaz_Vax):E(Gy_VGX)’ Yy :ETW’ (455)
0 0
—-~ v 1—
£, :E(O'Z -vo, —vo,) =7E(0X +0,), ¥ :Efzx-

Nain tasojannitystilan muodonmuutos-jannitysyhteys kasittda kolme yhtaloa

1

1 1
Ex :E(O_x *VO'y), gy :E(O_y 7V0_x)! yxy :E‘[xy' (456)
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jotka kytkevat toisiinsa muodonmuutokset ¢,, ¢,, 7,, ja jannitykset o,, o, ¢
seka lausekkeen

Xy

P :—E(ax +0,). (4.57)

z

poikittaiselle venymalle. Tasojannitystilan muodonmuutos-jannitysyhteys (4.56)
voidaan ndin esittdd matriisimuodossa

{e}=[CKq}. (4.58)
missé
&, o,
{e}=1¢, ¢ {o}=10, (4.59)
Ty Ty
ja
1 —v 0
[C] :é v 1 0 (4.60)
0 0 201+v)

on tasojannitystilan muodonmuutos-jannitysmatriisi. Kaantamalla yhteydet (4.56)
saadaan

o :L(£X+V£y), o :%(syﬂxgx), T
-V

T 7, (461)

E
=G =
v v =2y T o0y

Nain tasojannitystilan jannitys-muodonmuutosyhteydelle saadaan

{o}=[ENs}, (4.62)
missa
1 v 0
[E]= EZ v 1 0 (4.63)
1-v 1
0 0 =¥
2

on tasojannitystilan jannitys-muodonmuutosmatriisi. Kéyttden yhteyksia (4.61)
tasojannitystilan poikittaiselle venymalle (4.57) saadaan tulos
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z

14
=——(g, +¢&,). 4.64
€ l_V(Sx £,) (4.64)

On térkeétd havaita, ettd tasojannitystilan muodonmuutos-jannitysmatriisi (4.60)
on muodoltaan samanlainen kuin kolmidimensioiden jannitystilan muodonmuutos-
jannitysmatriisi (4.20), sill4 se saadaan jalkimmaisestd pudottamalla rivit ja sarakkeet
3, 5 ja 6 pois. Tasojannitystilan jannitys-muodonmuutosmatriisi (4.63) on sen
sijaan muodoltaan téssa mielessa erilainen.

Tasomuodonmuutostila:
Tasomuodonmuutostilassa on  voimassae, =y, =7, =0, joten jdnnitysten ja

muodonmuutosten yhteydet (4.21) muokkautuvat seuraavasti

0
o, = (26 + A)e, + A&, + Az, = (2G + M), + A&, 1, =Gy,

ES 2
o,=2G+)e, + g, + s, = e +(2G+ )¢, 7,=Gy, =0, (4.65)
2 ~
0,=(2G+ )¢, + e + e, = Ae, + &), 7, =Gy, =0.

Nain tasomuodonmuutostilan jannitys-muodonmuutosyhteys kasittaa kolme yhtaléa

o, =G+ e, + e, o, =g +(2G+A)e,, 1, =Gy, (4.66)

jotka kytkevat toisiinsa jannitykset o,, o,, 7z, ja muodonmuutokset &,, &,, 7,
seka lausekkeen

o, =g, +¢,) (4.67)

poikittaiselle normaalijannitykselle. Tasojannitystilan jannitys-muodonmuutosyhteys
(4.67) voidaan néin esitta4d matriisimuodossa

{o}=[EKs}, (4.68)
missa

2G+ 4 A 0

[El=] 24 2G+4 0 (4.69)
0 0 G
on  tasomuodonmuutostilan muodonmuutos-jannitysmatriisi. Ratkaisemalla

lausekkeiden (4.66) kahdesta ensimmaisestd yhtdlostd venymat ¢, ja ¢, sijoittamalle

ne lausekkeeseen (4.67) saadaan tasomuodonmuutostilan poikittaiselle normaalijanni-
tykselle tulos
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o,=—(o,+0,). (4.70)

On tarkedtd havaita, ettd tasomuodonmuutostila jannitys-muodonmuutosmatriisi
(4.69) on muodoltaan samanlainen kuin kolmidimensioiden jannitystilan jannitys-
muodonmuutosmatriisi (4.22), silla se saadaan jalkimmaisestd pudottamalla rivit ja
sarakkeet 3, 5 ja 6 pois. Tasomuodonmuutostilan muodonmuutos-jannitys-
matriisi, jota tssa yhteydessd ei ole esitetty, on sen sijaan muodoltaan tassa mielessé
erilainen.

4.38 Materiaalit, joiden mekaaninen kayttaytyminen on monimutkaisempaa

Kuten on kdynyt ilmi, lineaarisesti kimmoinen Hooken aine on abstraktio. Minkaén
todellisen materiaalin ei tiedetd tdsmallisesti noudattavan Hooken lakia. Kuitenkin
rajoitetuilla lampétila-, jannitys- ja venyma-alueilla se on kayttdkelpoinen. Todelliset
materiaalit kéyttdytyvdt monimutkaisemmin. Niiden jénnitys-muodonmuutos-
riippuvuus on epalineaarinen ja ilmaistavissa muodollisesti jannitysten ja
muodonmuutosten epalineaarisena yhteytena

{o}={o({ch)}- (4.71)

Koska rakennemateriaalit ovat usein, kéytdnndssd esiintyvilld jannitys- ja
muodonmuutosalueilla, lineaarisesti kimmoisia, on esitetylla yleistetylla Hooken lailla
suuri merkitys lujuusopissa, rakenteiden mekaniikassa ja sitd kautta rakenteiden
suunnittelussa. Tiettyjen rajojen ulkopuolelle Hooken laki ei endd ole voimassa.
Esimerkiksi riittdvan suurten jannitysten tai venymien alaisena kaytannollisesti
katsoen jokainen kiinted aine rikkoutuu (murtuu) tavalla tai toisella ja murtuminen ei
noudata Hooken lakia.
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5. Vaurioitumiskriteerit

5.1 Johdanto

Kappaleen kestavyyden arvostelu suoraan 1-akselisen jannitys-venyméakayréan
perusteella ei yleensd ole mahdollista kappaleen useampiakselisen jannitys- ja
muodonmuutostilan takia. Aineen mikrorakenteeseen perustuvat teoriat ovat
taas lilan monimutkaisia kdytanndssa sovellettaviksi. Tdman vuoksi on esitetty
joukko vaurioitumiskriteerejd, jotka perustuvat sekd kokeissa mitattuihin
aineen lujuusarvoihin ettd teoreettisissa murtumistarkasteluissa saatuihin
tuloksiin. Vaurioitumiskriteereja kayttoa tukevat lisaksi vaurioitumistapauksien
yhteydessa tehdyt havainnot seka kriteereja sovellettaessa saatu kokemus
suunniteltujen rakenteiden kestavyydesté.

O3

Pinnan yhtalo: f (o,,0,,0,) =0

Kuva 5.1: Periaatteellinen vaurioitumisrajapinta.

Vaurioitumiskriteerien matemaattinen esitys voidaan perustaa ns. vaurioitumis-
rajapinnan késitteeseen. Tama ilmaistaan yleensd jannitystilaa kuvaavien
invarianttien, kuten esimerkiksi padjannitysten avulla muodossa (kuva 5.1)

f(oy,0,,0,)=0. (5.2)

Jos jannitysyhdistelmé o,,0,,0, toteuttaa yhtalon (5.1), se aiheuttaa kappaleen

murtumisen tarkasteltavassa pisteessd. Téalloin jannitysavaruuden piste
(oy,0,,0,) on vaurioitumisrajapinnalla. Jos f <0, jolloin piste (o,,0,,0,) on
vaurioitumisrajapinnan  sisépuolella,  jénnitysyhdistelmd ei  aiheuta
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vaurioitumista. Tilannetta, jossa f >0, ei voi esiintyd, koska vaurioituminen
tarkasteltavassa pisteessé on jo aiemmin tapahtunut.

Vaurioitumistarkastelun suorittamiseksi voidaan usein kéyttdd hyvéksi ns.
vertailujannitysta o, , joka ilmaistaan paajannitysten tai suorakulmaisen

X, Y,z — koordinaatiston jannityskomponenttien avulla. Ehdon aineen vaurioi-
tumiselle ilmaiseen yhtéld

O-vert = o-kr ! (52)

missd o, on kriittinen jannitys. Sitkeiden aineiden yhteydessé vaurioitumisen

otaksutaan tapahtuvan myotddmalla ja kriittisend jannityksend kdytetaddn aineen
myo0torajaa. Hauraiden aineiden yhteydessd vaurioitumisen otaksutaan
tapahtuvan murtumalla ja kriittisend jannityksend k&ytetd&n aineen veto- tai
puristusmurtolujuutta.

5.2 Vaurioutumiskriteereja

Sitkeiden aineiden vaurioituminen kytketdan siis materiaalin myotaamiseen.
Niiden yhteydessda  vaurioitumisrajapintaa  kutsutaan — myd&tdpinnaksi.
Vaurioitumiskriteeri on tarkasteltavan pisteen jannitystilan avulla ilmaistu
materiaalin myotdehto, jonka toteutuessa materiaali tarkasteltavassa pisteessa
my6tédd.  Hauraiden aineiden  vaurioituminen  kytketddn  materiaalin
murtumiseen. Niiden yhteydessd vaurioitumisrajapintaa voidaan Kkutsua
murtorajapinnaksi. Vaurioitumiskriteeri on tarkasteltavan pisteen jannitystilan
avulla ilmaistu materiaalin murtoehto, jonka toteutuessa materiaali
tarkasteltavassa pisteessa murtuu.

Myotdehtoon tai murtoehtoon liittyvéat materiaaliparametrit, saadaan vaatimalla
ehdon olevan voimassa sopivissa koeolosuhteissa, joissa vallitsee
yksinkertainen jannitystila. Téassé esityksessa tdma yksinkertainen jannitystila
saadaan aikaan yksiakselisessa vetokokeessa, jolloin mydtérajaa tai
murtolujuutta merkitddn symbolilla® o,,, tai yksiakselisessa veto- ja

puristuskokeessa, joita vastaavia myotorajoja tai murtolujuuksia merkitaén o,

jao,.

1 T4t merkintd ei saa sekoittaa keskiméardiseen normaalijannitykseen o, jota
on kaytetty edella.
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5.21 Maksimi paajannityskriteeri (MPJ) eli Rankinen kriteeri

Téman kriteerin mukaan aine murtuu suurimman positiivisen padjannityksen o,
saavuttaessa aineen vetomurtolujuuden o, tai pienimmdn negatiivisen
paajannityksen o, saavuttaessa aineen puristusmurtolujuuden (vastaluvun)
—o,, eli

(5.3)

— Tt _
0| =0py, O =—0Op.

On voitu sekd teoreettisesti ettd kokeellisesti havaita, ettd haurasmurtuma
tapahtuu yleensd suurinta vetojannitystd vastaan kohtisuorassa suunnassa.
Niinpd MPJ sopiikin parhaiten hauraasta aineesta tehdyn kappaleen murtumisen
tarkasteluun.

(a) Maksimi padjannityskriteeri kolmidimensioisessa jannitystilassa

Maksimi péajannityskriteerin murtorajapinta o,,0,,0, —koordinaatistossa on
esitetty graafisesti kuvassa 5.1. Se on kuutio, joka leikkaa positiiviset
koordinaattiakselit kohdassa o, ja negatiiviset koordinaattiakselit kohdassa

+

-0, .
O3
| +
| On O;T/
| oM
- T T =
m | 2 . (9
R U SIS P20 [ o
O 2
/:/O !
9] eadldlcsaa
7
// ~ I
e O
) |

Kuva 5.1: Maksimi p&ajannityskriteerin (Rankinen) murtorajapinta.

(b) Maksimi p&éjannityskriteeri tasojénnitystilassa

Maksimi padjannityskriteerin murtorajapinta tasojannitystilassa on kuvan 5.2
mukainen nelid.
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0,

T

—0,

Kuva 5.2: Maksimi p&éjannityskriteerin (Rankinen) murtorajapinta taso-
jannitystilassa.

5.22 Maksimi leikkausjannityskriteeri (MLJ) ja Trescan myétéehto

Maksimi leikkausjannityskriteerin eli ns. Trescan myd&téehdon mukaan
myotdédminen kappaleen tarkasteltavassa pisteessa tapahtuu, kun suurin
leikkausjannitys r,, saavuttaa kriittisen arvon 7, ns. myotoleikkaus-

jannityksen eli

T =T . (5.4)

max m
Kappaleen tarkasteltavan pisteen suurin leikkausjénnitys on

o, Oy
=, 55
T ma ( )

missé o, ja o, ovatsuurin ja pienin pagjannitys.

Tarkastellaan kuvan 5.3 yksiakselisen vetokokeen jannitystilaa. Siind o, =o ja
kaikki muut viisi jannityskomponenttia ovat nollia. Nyt o, =0 ja o, =0 ja
kaava (5.5) antaa r,, =o/2. Materiaalin myotaraja o, maaritetddn

yksiakselisessa vetokokeessa. Se on jannityksen o arvo mydtadmishetkelld eli
oc=0, (vrt. kuva 5.4). Myoétoehdosta (5.4) seuraa nyt mydtoleikkaus-

jannitykselle tulos

o
=Zm 5.6
T > (5.6)
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Maksimi leikkausjannityskriteeri voidaan nyt kaavojen (5.5) ja (5.6) perusteella
esittdd muodossa

O, =0y =0y, (5.7
jasiihen liittyva vertailujannitys on siten
Ot =0, =0y - (5.8)

Kéaytannossa siis lasketaan vertailujannityksen o, arvo kappaleen
tarkasteltavassa pisteessd ja sitd verrataan materiaalin myétérajaan o,,. Jos
On <O,,, Materiaali ei myddd vaan toimiin kimmoisena. Jos o, =0

materiaali my6taa.

m?

F a-a
o=—
A I
. I
: ; - © B
~— —r——re— e — == — e . —_ .
—alL ‘ i |
& > . :
A A

Kuva 5.3: Metallien vetokoe

My6to

&

Kuva 5.4: Sitkedn materiaalin vetokokeen o — ¢ —kayra
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Kuva 5.5: Maksimi leikkausjannityskriteerin mukainen (Trescan) my6topinta.

(a) Maksimi leikkausjannityskriteeri kolmidimensioisessa jannitystilassa

Maksimi leikkausjénnityskriteerin myétopinta o,,o,,c, —koordinaatistossa on
kuvan 5.5 mukainen lierid, jonka poikkileikkaus on sdénnéllinen kuusikulmio ja
jonka akseli muodostaa yhté suuret kulman kunkin koordinaattiakselin suhteen.
Myo6topintoja ja niiden geometriaa tarkastellaan yksityiskohtaisemmin
plastisuusteoriaa kasittelevéssa kirjallisuudessa.

(b) Maksimi leikkausjannityskriteeri tasojannitystilassa

Tasojannitystilassa nollasta eroavat jannityskomponentit ovat o, , o, ja 7, seka
padjannitykset ovat vastaavasti

0-1,2=%(0-x+6y)i%\(O—X_Gy)2+4r)§y| O-3=O-Z=0 (59)

Néiden keskindinen suuruusjarjestys voi vaihdella. Tarkastellaan eri tapauksia.
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Jos o, > 0, 2 0, =0, niin my6téehto (5.7) on
0,=0,. (5.10a)

Koordinaatistossa, jonka akselit ovat o, ja o,, lauseke (5.10a) esittaé
o, —akselin suuntaista suoraa, joka leikkaa o, —akselin pisteessd +o, (vrt.
kuva 5.6). Jos o, > o, =02 o,, niin mydtdehto on

0,—0,=0,. (5.10b)

Koordinaatistossa, jonka akselit ovat o, ja o,, lauseke (5.10b) esittad kaltevaa
suoraa, joka leikkaa o, —akselin pisteessé +o, ja o, —akselin pisteessa
—o,, (vrt. kuva 5.6).

Jos o, <o, <o, =0, niin mydtdehto on
0,=—0,. (5.10c)

Koordinaatistossa, jonka akselit ovat o, ja o,, lauseke (5.10c) esittda
o, —akselin suuntaista suoraa, joka leikkaa o, —akselin pisteessé —o, (vrt.
kuva 5.6). Vastaavaan tapaan voidaan kasitella kolme jaljelld olevaa tapausta
0,<0,20,=0, 0,<0,=0<0, ja 0,20,20,=0 ja konstruoida kuvan 5.6
kolme muuta suoraa.

o,
o,=0,
0,-0,=-0, o, =0,
o,
0, =0 0,=-0,=0,
o, =-0,

Kuva 5.6: Maksimi leikkausjannityskriteerin mukainen (Trescan) myétopinta
tasojannitystilassa.
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Kuva 5.6 esittdd Trescan myotoehdon tasojannitystilassa. Myotopinta on tassa
tapauksessa suljettu kuusikulmion muotoinen murtoviiva. Se on kuvan 5.5
kolmidimensioisen myétépinnan ja o, o, —tason leikkauskayré.

5.23 Oktaedrileikkausjannityskriteeri ja Misesin my&téehto

Niin sanotulla oktaedritasolla ymmarretddn kappaleen tarkasteltavassa
pisteessd olevaa tasoa, joka normaali muodostaa yht& suuret kulmat pisteesséa
vallitsevan jannitystilan péé&suuntien 1, 2 ja 3 kanssa. Paakoordinaatistossa
téllaisia tasoja on itse asiassa 8 kappaletta (kuva 5.7). Oktaedrijannityksilla
ymmarretddn oktaedritasoilla vaikuttavia normaali- ja leikkausjannitysta.
Liitteesss B on johdettu lausekkeet oktaedritason normaali- ja
leikkausjannitykselle.

Oktaedrileikkausjannityskriteerin mukaan materiaali myo6tad, kun oktaedri-
leikkausjannitys z,, saavuttaa kriittisen arvon 7, , myotéleikkausjannityksen.

Né&in Misesin my6tdehto voidaan ilmaista kaavalla

Toy =Tp- (5.11)

Kuva 5.7: Oktaedritasot kappaleen pisteessa P

Yksiakselisessa vetokokeessa mydétadgmishetkella o, =o =0, (vrt. kuva 5.3).
Oktaedrileikkausjannitykselle saadaan kaavasta (B.8) siten
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TOCI = ﬂo-m (512)
3

ja myotoehdosta (5.11) seuraa mydtéleikkausjannitykselle

T, = gam (5.13)

Kaavojen (B.4), (B.8), (B.9) ja (5.19) kayttden oktaedrileikkausjannityskriteerin
mukainen myotdehto (5.11) voidaan esittaa deviaatiojannitysinvariantin J, (vrt.

liite C), paajannitysten, ja X, Y,z —koordinaatiston jannityskomponenttien avulla
muodoissa

3), =0, (5.14a)
\/0'12 + 0L+ 0, — 0,0, — 0,0, — 0,0, =0, (5.14b)
ja
\/O'X2 +0,+0,-0,0,-0,0,—0,0,+3(t5 + 1, +15) =0,. (5.14¢)

Oktaedrileikkausjannityskriteerin mukainen vertailujénnitys on taten

Overt = \/ﬁ

2 2 2
= \/0'1 +0, +0; —0,0,— 0,0, — 0,0, (5.15)

_ 2 2 2 2 2 2
—\/GX to,+0,-0,0,—-0,0,-0,0, +3(t,, + 7, +7,).

(a) Oktaedrileikkausjannityskriteeri kolmidimensioisessa jannitystilassa

Korottamalla myd&toehto (5.14b) puolittain toiseen, saadaan
f(0,,0,,0,) =0l +0; +0. —0,0,—0,0,—0,0,—0-=0. . (5.16)

Tama yhtald esittdd o,,0,,0, —koordinaatistossa kuvan 5.8 ympyralieriota,
jonka akseli muodostaa yhta suuret kulmat kunkin koordinaattiakselin suhteen.
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Kuva 5.8: Oktaedrileikkausjénnityskriteerin mukainen (Misesin) myotopinta.

(b) Oktaedrileikkausjannityskriteeri tasojannitystilassa:

Tasojannitystilassa o, =7, =7,=0, joten oktaedrileikkausjannityskriteerin
mukainen myotdehto saa muodon

Jol+oi-0o0,=0,, (5.17a)

ja
\/O'f + 05 -0,0,+ 3rfy =0,. (5.17b)
Vertailujannitys tasojannitystilassa on vastaavasti
Cert = \/0'12 +0l-0,0, = \/O'XZ + 0'5 -0,0,+ 3rxzy. (5.18)
Korottamalla yhtal6 (5.17a) puolittain toiseen se saadaan muotoon
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2 2
O, O O,0.
AT G% (519)
Gm O-m Gm

Téama on ellipsin yhtéld. Kun o, =0 yhtéléstd (5.18) saadaan o, =to,,, kun
o, =0 saadaan o, =to, jakun o, =0, saadaan o, =0, =+0,,. Nain saadaan
kuvan 5.9 mukainen Misesin myotdpinta. Kuvaan on vertailun vuoksi piirretty
my0ds vastaava Trescan kuusikulmio.

Kuva 5.9: Misesin myotoehto tasojannitystilassa
5.23 Sisdisen Kitkan kriteeri ja Mohr-Coulombin mydtdehto
Mohr on esittdnyt vaurioitumisteorian, jonka mukaan myotadminen tapahtuu

pisteessd, jonka jannitystila on sellainen, etta jollakin pisteen kautta kulkevalla
tasolla leikkausjénnitys z (suuruus 7 =|t|) saavuttaa normaalijénnityksestd o

riippuvan arvon
r=1(0). (5.20)
Kuva 5.10a esittdd tamén mydtéehdon graafisesti o,z —tasossa.

Sisdisen kitkan eli Mohr-Coulombin teoriassa otaksutaan, ettd Kriittinen
leikkausjannitys riippuu siséisesta Kitkasta lausekkeen

r=C—otang, (5.21)

mukaisesti (vrt. kuva 5.10b). T&ssd lausekkeessa vakiota ¢ on kutsutaan
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@ T b

r=1(0) T~ r=c-otang

Kuva 5.10: (a) Mohrin ja (b) Mohr-Coulombin vaurioitumiskriteeri
o, 7 —tasossa.

koheesioksi ja kulmaa ¢ kitkakulmaksi. Mohrin kriteerin funktioksi z(c) on
siis valittu lineaarinen lauseke.

Tarkastellaan jannitystilaa, jota vastaavat pé&&jannitykset suurusjarjestyksessa
ovat o,, o, ja o,,. Kuva 5.11 esittd4 jannitystilan Mohrin ympyroitd. Koska
jannitystilaa edustavan pisteen tulee sijaita ympyroiden valiselld harmaalla
alueella, tiettyd normaalijannitystd o vastaavan pisteen (o,7) tulee sijaita
janalla AB. T&mén perusteella normaalijannitystd o vastaavaa suurinta
leikkausjénnitystd edustaa piste B. (Taso, jolla ndmé jannitykset vaikuttavat
muodostaa kulman @ péadakselin | suhteen.) Paattelemme siis, ettd suurin
Mohrin ympyra esittdd jannitystilan suurimman mahdollisen leikkaus-
jannityksen normaalijénnityksen funktiona.

T

1A

\26

I
I
|
|
I
1
O oy C o o,

Kuva 5.11: Tarkasteltavassa pisteessa vaikuttavaa normaalijannitystd o
vastaava suurin leikkausjannitys z.

Rak-54.1200 Rakenteiden lujuusoppi luentoja, osa | 99



UI +O—III O-I

“ O o
Sin
2 12 ¢

Kuva 5.12: Kriittisen jannitystilan Mohrin ympyré.

Kuva 5.12 esittdd Mohr-Coulombin kriteerin perusteella kriittisen jannitystilan
Mohrin ympyréd, joka sivuaa suoraa r=c-otang. Kuvion perusteella
kriittiselle normaalijénnitykselle ja leikkausjannitykselle saadaan

o,+to, ,0,~
o= +

Ol o; O, — 0y
sing, r =——1cos4¢. 5.22
2 5 ¢ T 2 ¢ ( )

Sijoittamalla ndma myétdehtoon (5.21), se saadaan lausutuksi suurimman ja
pienimman péajannityksen avulla seuraavasti

1+sing 1—sin¢_1

o, ~Ou = (5.23)
2ccos¢ 2CC0s ¢

Yksiakselisen vetokokeen myotéessé o, = o, ja o, =0, =0, joten myétdehto
(5.23) antaa

o = 2CC0S4. (5.24a)
1+sing
Yksiakselisen puristuskokeen myoétéessa o, =-o, ja o, =o, =0, joten

my®6toehto (5.23) antaa
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- ZCcos¢. (5.24b)
" 1-sing

Néita kayttaen Mohr-Coulombin myd&téehto (5.23) saa yksinkertaisen muodon

o _%u_y, (5.25)

+ _
On On

missé siis o, ja o, ovat yksiakselisen veto- ja puristuskokeen saadut veto- ja
puristusmyétorajat.

(a) Sisaisen kitkan kriteeri kolmidimensioisessa jannitystilassa

Siséisen kitkan kriteerin mukainen myétopinta o,,0,,c, —koordinaatistossa on

kuvan 5.13 mukainen kartiopinta, jonka poikkileikkaus on kuusikulmio ja jonka
akseli muodostaa yhta suuret kulman kunkin koordinaattiakselin suhteen.

O3

Kuva 5.13: Sisdisen kitkan kriteerin mukainen (Mohr-Coulombin) myé&tépinta.

(b) Sisaisen kitkan kriteeri tasojannitystilassa

Jos o, 20, 20,=0,niin o, =0, ja o, =0, ja myotdehto (5.25) on
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o, =0, (5.26a)

Koordinaatistossa, jonka akselit ovat o, ja o,, lauseke (5.26a) esittaé
o, —akselin suuntaista suoraa, joka leikkaa o, —akselin pisteessd +o, (vrt.
kuva 5.14). Jos o, 20, =020,, niin o, =0, ja o, =0,, ja myotéehto (5.25)
on

A _% (5.26b)
Um Um

Koordinaatistossa, jonka akselit ovat o; ja o,, lauseke (5.26b) esitta4 kaltevaa
suoraa, joka leikkaa o, —akselin pisteessdé +o, ja o, —akselin pisteessa
-0, (vrt. kuva 5.14). Jos o,<0,<0,=0, niin ¢,=0 ja o, =0,, ja
myotoehto (5.25) on

o,=—0,. (5.26¢)
Koordinaatistossa, jonka akselit ovat o, ja o,, lauseke (5.26c) esittaé

o, —akselin suuntaista suoraa, joka leikkaa o, —akselin pisteessd —o, (vrt.
kuva 5.14). Vastaavaan tapaan voidaan kasitella kolme jéljelld olevaa tapausta
0,50,<0,=0, 0,<0,=0<0, ja 0,20, >20,=0 jakonstruoida kuvan 5.18
kolme muuta suoraa. Kuva 5.14 esittdd havainnollisesti Mohr-Coulombin
myo6topinnan tasojannitystilassa.

0,
o,=0.
o o, > =
= =
o o 4
m m 0, =0y
0
- o, O
- 1 2
0,=—0, " <=1
O-m Um
o,=—0,

Kuva 5.14: Mohr-Coulombin myétdehto tasojannitystilassa
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5.14 Oktaedritason sisdisen kitkan kriteeri ja Druker-Prager myotdehto
Seuraavassa esitelldadn ns. Drucker-Prager myétoehto. Tassd kéytettdva
nimitys oktaedritason sisdisen kitkan kriteeri on ehka kuvaava, mutta ei ole

muualla kdytossd. Tassd kriteerissa otaksutaan myotaédmisen tapahtuvan, kun
oktaedritason leikkausjénnitys z,, saavuttaa arvon, joka riippuu tdmén tason

normaalijéannityksestéd o, lausekkeen
Ty =C—0o,tang (5.27)
mukaisesti (vrt. kuva 5.10b).

Yksiakselisessa vetokokeen myétéessd o, = o, ja muut jannityskomponentit
ovat nollia, joten kaavojen (B.6) ja (B.8) perusteella saadaan

Ll V2. (5.282)

ja myotdehto (5.27) antaa

3c
e 5.29a
J2 +tang (.292)

Yksiakselisessa puristuskokessa vastaavasti o, =—o,, ja muut jannityskompo-
nentit ovat nollia, joten saadaan

L V2 (5.28b)

ja myotdehto (5.27) antaa

3c
. =— 529b
" J2-tan @ ( )
Ratkaisemalla yhtéldista (5.29) koheesio ja kitkakulma, saadaan
c=&%, tang =2 Zn—n (5.30)
3 o,+o, o, +0o,
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Kaavojen (B.4), (B.8), (B.9) ja (5.19) kéyttden oktaedritason sisdisen kitkan O;

kriteerin mukainen myotdehto (5.27) voidaan esittéd jannitysinvarianttien 1, ja 4
J,, paajannitysten sekd x,y,z—koordinaatiston jannityskomponenttien avulla
muodoissa
al,+433,=5,, (5.31a)
2 2 2 _ = g 0,
ooy, +o, +0'3)+\/0'1 + 0, +0, —0,0,—0,0,— 0,0, =0, (5.31b) g
. -/‘/
a 7
J o, ./‘/
a(o,+o,+0,) 4
(5.31c) o 2
+\/(UX2 + 05 +ol - 0,0,-0,0,-0,0,+ 3(rx2y + 2'52 +12) =5, ! 4
/
missé
., . Kuva 5.15: Oktaedritason sisdisen kitkan kriteerin mukainen (Drucker-Prager)
_tang o, -0, 3 20,0,

el B, > Sy e . 5.32 my6topinta.
\/E o, +o, m \/5 o, +o, ( )
(b) Oktaedritason sisaisen kitkan kriteeri tasojannitystilassa

(a) Oktaedritason siséisen kitkan kriteeri kolmidimensioisessa jannitystilassa

Tasojénitystilassa Drucker-Prager myétéehto (5.31) on

a(o,+0,)+yol +o; —00, =5, (5.34a)
(5.33)

— —2 H
+2a0,(0,+0,+0,)-6,=0. Ja

Korottamalla yhtalé (5.31b) puolittain toiseen saadaan se muotoon

f(oy,0,,0,)=1- 052)(012 + 022 + 0'32) -1+ 20{2)(0'102 + 0,0, +0,0;)

Tama yhtdlo esittdd o,,0,,0, —koordinaatistossa kuvan 5.15 ympyrékartiota, alo, +0,)+ \/af +0,-0,0,+31; =5, (5.34b)
jonka akseli muodostaa yhta suuret kulmat kunkin koordinaattiakselin suhteen.
Korottamalla yhtal6 (5.34a) puolittain toiseen saadaan

(1-a®)(o? +02)-(1+2a°)o,0,+ 25 a(o, +0,) =5 (5.35)
1 2 12 m 1 2 m

Piirretdén funktion kuvaaja laskemalla sen ja o,— ja o,—akselien
leikkauspisteet seka pisteet, joissa o, = o,.
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Kéayran ja o, —akselin leikkauspisteessa o, =0, jolloin yhtélostd (5.34a)
saadaan

oo, oy =0, = 0=

Kéyran ja o,—akselin leikkauspisteessdé o, =0, jolloin yhtélostd (5.34a)
saadaan vastaavasti

Kun o, = o, yhtalosta (5.34a) saadaan vastaavasti

2a0,t0,=0,

_ . .

I 20,0, o g = On _ 20,0,

11— Y21 - - + ! 12 7 Y22 ™ - + -
1+2a 3o, -0, 1-2a 30, -0,

Kuva 5.16 esittd4 Drucker-Prager my6tdehdon tasojannitystilassa (o, =20,,).
Jos o, <30,, seon ellipsi, jos o, =30, se on paraabeli ja jos o, >30;, se on
hyperbeli.

CZ
ZGmUm ZGme

- + ! - +
N 3o, -0, 30,—0,

e

+
m

(

o | T

/

01

Mohr-Coulomb

[~ Drucker-Prager

- 20,0, _/'

+ - + -
30,-0, 30,-0,

20,0,

Kuva 5.16: Drucker-Prager mydtéehto tasojénnitystilassa (o, = 20,,).
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5.3 Vaurioitumiskriteerit sauvan jannitystilassa
5.31 Sauvan jannitystila

Tarkastellaan poikkileikkaukseltaan muuttumatonta, suoraa sauvaa, johon on
liitetty Kkarteesinen x,y,z—koordinaatisto siten, ettd x-akseli yhtyy sauvan
akseliin (poikkileikkausten pintakeskididen ura). Jos sauvan poikkileikkauksen
mitat ovat sauvan pituuteen ndhden pienet, ja jos sauvan sivupinnoille ei
kohdistu kuormitusta, voidaan jannityskomponenttien o, o, ja r, otaksua

héviavan. Téllaista jannitystilaa kutsutaan tassé sauvan jannitystilaksi. Kuvan
5.17 esittdd sauvan poikkileikkausta.

Sauvan jannitystilassa vaurioitumiskriteerit yksinkertaistuvat huomattavasti ja
niiden kayttd on varsin helppoa. Taman kurssin loppuosassa kasitelldén
pédasiassa sauvarakenteita, joiden yhteydessa sauvan jannitystila on voimassa ja
seuraavassa esitettavat yksinkertaiset kaavat siis voimassa.

Kuva 5.17: Sauvan poikkileikkaus.

Poikkileikkauksen yleisessé pisteessé P vallitseva jannitystila kasittaa jannitys-
komponentit o, z,, ja 7,, muiden kolmen jannityskomponentin ollessa nollia.

Suurimmalle ja pienimmaélle pa&jannitykselle sauvan jannitystilassa saadaan
(liite A) kaavat

o, 2%(5x+\/03+4rz)7 O :%(O.X_Vo.f+4z-2)’ (5:36)
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missa

T=1]=4 /rfy +72 (5.37)

on poikkileikkauksessa vaikuttavan leikkausjannitysvektorin

T=7,)+7,K (5.38)

itseisarvo eli lyhyemmin poikkileikkauksessa vaikuttavan leikkausjannityksen
suuruus (vrt. kuva 5.18).

Kuva 5.18: Sauvan poikkileikkauksen pisteessé P vaikuttavan leikkausjannityk-
sen suuruus.

5.32 Maksimi paajannityskriteeri (MPJ) sauvan jannitystilassa

Maksimi padjannityskriteerin mukainen (Rankinen) murtoehto sauvan
jannitystilassa on

— — + — — -
Overt1 =0 =0y Oyenp =0 =0, (539)

Lasketaan siis suurin ja pienin paéjannitys kaavoilla (5.36). Nama ovat
vertailujannitykset, joita verrataan veto- ja puristusmurtolujuuteen.

5.33 Maksimi leikkausjannityskriteeri (MLJ) sauvan jannitystilassa

Maksimi leikkausjannityskriteerin vertailujannitykselle (5.8) saadaan sauvan
jannitystilassa

Rak-54.1200 Rakenteiden lujuusoppi luentoja, osa | 108

Oy =0, — O 2%(0X +yo? +4z’2)—%(0X —\/03 +4z’2):\/0'x2 +47%

Né&in maksimi leikkausjannityskriteerin mukainen (Trescan) myotdehto sauvan
jannitystilassa on

O =\0y +47* =0, (5.40)

5.34 Oktaedrileikkausjannityskriteeri (OLJ) sauvan jannitystilassa

Oktaedrileikkausjannityskriteerin mukaiselle vertailujannitykselle sauvan
jannitystilassa (o, =0, =r,, =0) saadaan lahtien kaavasta (5.15)

Ot = \/Gf +3(zp, +75) = \/O'f +372. (5.41)

Néin oktaedrileikkausjannityskriteerin mukainen (Misesin) myotéehto sauvan
jannitystilassa on

Oy =A0: +31° =0,,. (5.40)

5.35 Siséisen kitkan kriteeri sauvan jannitystilassa

Siséisen kitkan kriteerin mukainen (Mohr-Coulombin) murtoehto sauvan
jannitystilassa on ehka tarkoituksenmukaista esittdd muodossa

o, Oy

I _
On On

=1, (5.41)

jossa suurin ja pienin paajannitys lasketaan kaavasta (5.36).
5.35 Oktaedritason sisdisen Kitkan kriteeri sauvan jannitystilassa

Oktaedritason sisdisen kitkan kriteerin mukaiselle (Drucker-Prager) murto-
ehdolle sauvan jannitystilassa (o, = o, =7,, = 0) saadaan lahtien kaavasta

(5.31¢c)

ao, +.jo; +3(z, +14) =G, = ao, +4Jo; +3c° =5, (5.42)
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Néin oktaedritason siséisen kitkan kriteerin mukainen (Drucker-Prager)
myo6tdehto sauvan jannitystilassa on

oo, ++jol+3t° =5, (5.43)

missé parametrit o ja &, saadaan kaavoista (5.32).
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Liite A: Pa4jannitykset sauvan jannitystilassa.

Jénnitysmatriisi sauvan jénnitystilassa on

Oy Txy Ty
[c]=|z, O 0| (A1)
7, 0 O

Jannitysinvarianteille saadaan

l,=0,+0,+0,=0,,

o, T o, T o, T o, T o, 0 |0
7y oy |7, o, |t o) |7y O |0 O |7, o,
2 2
= _(Txy +74)
Oy 7'-xy Ty
I, =det[c]=|r, 0 0]=0.
z, 0 O
Yhtélo pajannitysten méarittdmiseksi on
o’ —lo*+1,0-1,=0. (A3)
Sen ratkaisu tapahtuu seuraavasti
o*-o.0 - (szy +72)0=0 = (° - O'XO'—TXZy -72)o=0
= az—axa—rfy—er:Ojao—:o (A4)
o .1 2 2 2
= oy, =7Xi5 o, +4(rXy +7,), 0,=0.

Paajannitykset sauvan jannitystilassa ovat siis:

o, :%(6x +4jol +47%), o, :%(0'x —\Jol+47%), 0, =0. (A.5)
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Koska edellisissa lausekkeissa neliGjuurilauseke on suurempi kuin o,

paajannitykset suuruusjarjestyksesséa ovat
o, :%(6X +,/6X2 +47%), o,=0, o, 2%(@ —,/of +47°%).

missa

tetl=yrs, + 7y

Rak-54.1200 Rakenteiden lujuusoppi luentoja, osa |

Liite B: Oktaedritason leikkausjannitys ja normaalijénnitys.

Ajatellaan pisteeseen P asetetuksi X, Y,z —koordinaatisto, jonka akselit yhtyvét
paasuuntiin 1, 2 ja 3. Oktaedritason, jonka normaali suuntautuu ensimmaiseen

(A.6) neljannekseen, yksikkdnormaalivektori on
n—i(i+j+k) (B.1)
NG . .
(A7)
Traktiokomponentit talla tasolla ovat
1
t, o 0 0 \/15 1 o,
3" =[c{n} = {t,t=|0 o, 0 |{—=i=—F10 B.2
{ty" =[oKn} ’ 2 NN (B.2)
t, 0 0 o 1 o,
Ng
Oktaedritason normaalijannitykselle saadaan nyt
et _1
Opq =Nt =nt, +nt +nt, —5(01 +0,+0,) (B.3)

ja oktaedritason leikkausjannityksen suuruudelle

1
Toct =\/|t|2 _o-gct =\/'[f +t§ +tz2 _[5(0-1"'0-2 +O'3)]2

= \/%(0'12 + 0'22 + 632) —%((3‘12 + 0'22 + 032 +20,0,+20,0,+20,0,) (B.4)

2 2
+0, + 05 — 0,0, — 0,0, — 0,0,

V2
32 o

Oktaedrijannitykset voidaan my®ds esittéd jannitysinvarianttien 1, ja I,seka
edelleen jannityskomponenttien o, o+, 7,,,--- avulla. Oktaedritason

normaalijénnitykselle saadaan
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1 1
Ot :§(01+0'2—i-0'3):§|1 (B.5)
ja

1
O-Ot:t :g(ax + O-y + Gz) " (BB)

Deviaatiojannitysinvariantti J, on paajannityskoordinaatistossa liitteen C
kaavan (C.4) perusteella

J, =%(012 +07 + 0, — 0,0, — 0,0, —0,0,) (B.7)
oktaedritason leikkausjannityksen kaava (B.4) saa ndin muodon
Ty =%,/3J2 . (B.8)

Ilmaisemalla invariantti J, jalleen kaavaa (B.4) kéyttden
X, ¥,z —koordinaatiston jdnnityskomponenttien avulla, saadaan

\/E 2 2 2 2 2 2
Toy = ?\/O-x to,+0,-0,0,-0,0,-0,0,+3(r, +7, +7, (B.9)
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Liite C: Deviaatiojannitysinvariantit

Mydtoehtojen esittdmiseen kéyttden tavanomaisten jannitysinvarianttien lisaksi
usein myds deviaatiojannitysinvariantteja, joille kaytetdan usein merkintéja J,,
J, ja J,° Ne médritellaan deviaatiojannitysten avulla samaan tapaan kuin

tavalliset jannitysinvariantit. Erona on kuitenkin se, ettd toisen invariantin
merkki valitaan toisin. N&in ne ovat

J,=s,+s,+5,=0, (C1)
S S S S S
JZ - _ X Xyl _|Y vz| | %z x , (C.Z)
Xy Sy yz SZ Szx Sx
Sx Sxy Szx
Ji3=[s, S, S, (C.3)
Szx Syz Sz

Koska ensimmadinen invariantti haviaa, niitd on itse asiassa vain kaksi. Téssé
monisteessa tarvitsemme vain toista deviaatiojannitysinvarianttia, joten
muokkaamme sitd sopivaan muotoon.

— 2 2 2
=-8,5,—S,S, —S,5, +S,, +5, +5,

= _(Gx - O-m)(o—y - O—m) - (O-y - O—m)(o-z - O-m) - (O—z - O-m)(o—x - Gm)
+Th T+ Th

_3 2 2 2 2 (C'4)

=30, -0,0,-0,0,—0,0,+ Ty +7,, + 75

l 2 2 2 2
= g[(O’X +o,+0,)" -30,0,-30,0,-30,0,+3(r,, +1,, +7,)]

1 2 2 2 2 2 2
= §[O'X +o,+0, -0,0,-0,0,-0,0,+3(ty, +7, +7,)].

Téssé johdossa merkintd o, tarkoittaa keskimaéraistd normaalijannitysté eika
myotorajaa.

2 Merkinnat ovat samat kuin tassa monisteessa on kytetty muodonmuutos-
invarianteille. Kysymys ei luonnollisesti ole samoista suureista.
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