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1. Koordinaatisto x',y’,z" saadaan koordinaatistosta x,y,z kiertamalla sitd oikean 0 0 2
kaden ruuvis_r'siann_t')n mukaisesti kulman 9_verr§n z -akselin _ympéri. Jos pigteell_éi Vastaus: [¢]=| 0 1-v2 -1
P on koordinaatit (1,1,1) x,y,z—koordinaatistossa, madritd sen koordinaatit
x',y',z'— koordinaatistossa. Jos pisteelld Q on koordinaatit (1,1,1) 2 -1 12
X', y', 2" — koordinaatistossa, maaritd sen koordinaatit x, y, z — koordinaatistossa.
Vastaus: Palautettavat kotitehtavat

X' =cos@+sind, y'=-sind+cosd, z'=1 x=cos@-sind, y=sinf+cosb, z=1 . . )
" y * y * Palautus pe 28.9 klo 16.00 mennessd, toisen kerroksen huoneen R230 oven vieressa

olevaan laatikkoon.

I.  Selitd sanallisesti, lyhyesti ja mahdollisimman tdsmallisesti seuraavat kasitteet: (a)
Jannitysvektori eli traktio, (b) Jannitysvektorin komponentit, (c) Normaali- ja
leikkausjannitysvektorit, (d) Normaalijannitys ja leikkausjannityksen suuruus seka
(e) Jannityskomponentit.

Il.  Tarkasteltavan pisteen P jannitystila x, y, z -koordinaatistossa on esitetty oheisen
kuvion avulla Yksikot ovat MPa. (a) M&arita jannitysmatriisi [o], jannitysvektori

2. Tarkasteltavan pisteen P jannitystila x, y, z-koordinaatistossa on esitetty oheisen (traktio) t™, normaalijannitys o, , normaalijannitysvektori ¢,
kuvion avulla leikkausjannitysvektori " ja leikkausjannityksen suuruus =™ tasolla, jonka
z T normaali muodostaa kulmat 45° ja 60° x — ja y —akselien suhteen.
4 Osittainen vastaus: , 3
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Méaéritd jannityskomponentit ja jannitysmatriisi seka jannitysvektori (traktio), X /

normaalijannitys,  normaalijannitysvektori, leikkausjénnitysvektori  seké

leikkausjannityksen suuruus pisteen P kautta kulkevalla tasolla, jonka

yksikkonormaalivektori on n=(2i+2j+k)/3. Yksikét ovat MPa. (Niita ei I1l.  Jannitysvektorit kolmella tarkasteltavan pisteen kautta kulkevalla tasolla ja ko.
tarvitse merkita laskelmaan). tasojen yksikkonormaalivektorit ovat

Osittainen vastaus: t™ =4i+10/3-j, o, =44/9, t =2/27-(10i + j— 22k) t® =i+2j+3k, n=i,

3. Pisteen jannitystila on esitetty jannitysmatriisina

. . 1., .
t™ =23i+24/3), n=——(i+j+k),
J§( Itk

2 -2 0 t™ =2(i+j+k), n=j.
[o]l=|-2 V2 0 |MPa. Maérité jannityskomponentit ko. pisteessa ja sen matriisi. Yksikot voidaan jatta
3 pois.
0 0_ \/E o o ) Osittainen vastaus:
X, Y,z —koordinaatistossa. Maéritd jannitysmatriisi [c'] X, y',z'— koordinaa- 1 2 3
tistossa, jonka x'— ja z'—akselien suuntaiset kantavektorin ovat I=(j+k)/\/§, [6l=|2 2 2

n=(—2i+j-k)/2. 3 2 _5
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Oheisesta kuviosta nahdaan helposti, ettd kantavektorien 1, m ja n komponentit ovat
I, =cos9, Iy =sing, |, =0,

m, =-siné, m, = cosd, m, =0,
n,=cosd, n,=sing, n, =1,
Koordinaatiston muunnosmatriisi ja origon O" paikkavektori

P P cos@ sind 0
[LI=|m, m, m, |=|-sind cosd O] {x}={0}.
n, n,on 0 0 1

Muunnos koordinaatistosta x, y,z koordinaatistoon x',y’,z":

O3 =L -0 =L

Pisteen P koordinaateille saadaan:

X' cosd sing 01 cos@+siné
y't=|-sin@ cos@ 0|q1y=5-sind+cosd
X' 0 0 1|11 1

eli
x'=cos@+sinf, y'=-sind+cosd, z'=1.

Muunnos koordinaatistosta x’,y’,z" koordinaatistoon x,y,z
{3 ={+ LT {x}=[LT{x}
Pisteen Q koordinaateille saadaan:

X cosd -—singd 0](1 cos@—siné

yr=|sind cos€ 0|1lp=<sinf+cosb

X 0 0 111 1

eli
Xx=c0s@—sing, y=sinf+cosd, z=1
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2.

Jannityskomponentit:
o,=70,=50,=4,
7y,=0 17,=0 7,=-2
Jannitysmatriisi:

7 0 -2
[c1=/0 5 0
20 4

Jannitysvektori:
7 0 -2](2/3 4
{t}” =[c]{n}=| 0 5 0 [{2/3}=410/3}.
-2 0 41|13 0

t™ = 4j +Ej
3

Normaalijannitys

o, —nt‘”)—( i+= j+ k)(4I+EJ)7g‘4+

c.o\.m
w|s
[o] &

00

Normaalljannltysvektorl:

4 2. 2. 1 44 . .
M=o n=—(Ei+=j+=k)=—(2i+2j+k
o= Gitgitgk=5 @27k

Leikkausjannitysvektori:

.10, 44 . . 2 -
M =t® g™ =4i +—j——(2i + 2j+K) = == (10i + j— 22k
T c 3 )7 57 @+ 2)+k) =—— (101 +]-22)

Leikkausjénnityksen suuruus:

10 44 260 2
t(n)z_ 2 _ 42+_72_72= 28 2 /65
VIt —o, (3) (9) ,/81 9\/
tai

70 {7 = 7|1o| +j—22k |_ 07 +12 4227 =
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Malliratkaisut

3.
y" —akselin suuntainen kantavektori:
kantavektorien ristitulon lausekkeesta nx|=m seuraa
Kk -i 0 i —i 0
1 A 1 . 1 = —— T s s
m=nxl== —\/EH— —K)x—=(j+k)=—+= —\/Elx —\/Elxk+ xj+jxk-kxj-—kxk
2( J)ﬁ(J)zﬁ( i ixi+i i )
=%(\/§i+j—k)

Kantavektoreiden I, m ja n komponentit:
1 1

Koordinaatiston muunnosmatriisi:
0 U2 142
[LI=| UN2 12 -1/2
N2 12 12

Saadaan:
0 wV2 w22 2 o7 o wV2 -142
[e1=[LICILT =| /42 12 -1/2|-2 2 0 |[1/42 12 1/2
N2 12 -12{0 0 —V2||uN2 -12 -1/2
0 UN2 U\2|[—v2 V2-1 —2-1| [o o0 2
=luN2 w2 2| 1 272 32/2|=|0 1-V2 1
“1N2 12 -2 -1 N2i2 Y212 |20 -1 1442

Jannitystensorin symmetrian takia tuloksen tulee olla symmetrinen. Tama on hyva
tarkistus.
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1. Maaritd oheiselle jannitystilalle jannitysinvariantit, paajannitykset suuruus-
jarjestyksessd, suurin leikkausjannitys ja sitd vastaava normaalijannitys.
Yksikkdné on MPa.

Ohje: Ratkaise syntyva kolmen asteen yhtald taskulaskimella (tai Mathcad
ohjelmalla).
Vastaus: 1, =18MPa, |, =-81(MPa)’, |, = -1458(MPa)®,

o, =18MPa, o, =9MPa, o,, =-9MPa, ,, =13,5MPa, o, =4,5MPa.

Ty
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2. Méaéritd oheiselle jannitystilalle edelleen suurimman pé&jannityksen suuntainen
yksikkdvektori.

Vastaus: n :%(Zi —j+2k).

3. Kappaleen jénnitystila karteesisessa X, Y,z —koordinaatistossa on esitetty
matriisina

3xy 5y° 0
[c]=|5y* 0 2z|.
0 2z O

Millaisen tilavuusvoiman f(x,y,z) tulisi vaikuttaa, ettd tasapaino vallitsisi
kaikissa kappaleen pisteissa.

Ohje: Jannityskomponenttien ja tilavuusvoiman f komponenttien tulee toteuttaa
tasapainoyhtald.

Vastaus: f =-13yi-2j.

Palautettavat kotitehtavat

Palautus pe 5.10.2012 klo 16.00 mennessa, toisen kerroksen huoneen R230 oven
vieressé olevaan laatikkoon.

Tarkasteltavan pisteen P jannitystila X, y, z-koordinaatistossa on esitetty oheisen
kuvion (seuraavalla sivulla) avulla. Yksikdt ovat MPa. Maérité (a) padjannitykset
suurusjarjestyksessa seka (b) suurin leikkausjannitys ja sitd vastaava
normaalijannitys ratkaisemalla suoraan paajannitysten determinanttiyhtalo.

Osittainen vastaus: o, = (3++/5)MPa, z,,, =~/5MPa
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1,
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X/
Mé&éritd tehtdvan | jannitystilalle vield suurimman péajannityksen suuntainen
yksikkovektori.

Vasen kuva esittdd suuren levyn reunaa ja oikea kuva maan pintaa, joihin
kohdistuu tasan jakautunut viivakuorma p. Edellinen on tasojannitys- ja
jalkimmainen tasomuodonmuutostehtdvd ja ne voidaan kasitelld tasotehtavina
X,y —tasossa. Kuormasta aiheutuville jannityskomponenteille kummassakin
tapauksessa on esitetty lausekkeet.

_2p ¥ _2p owt o 2p ¥y
T (X2+y2)2’ y T (X2+y2)2’ Xy T (X2+y2)2
mp p
. J’._ ......... N y o

Varmista, etta lausekkeet ovat tehtdvan ratkaisu osoittamalla, ettd (a) ne toteuttavat
jannityskomponenttien  tasapainoyhtdlét, joissa tilavuusvoimia ei  ole
(fy =f,=0), (b) jannityskomponentit o, ja z,, tasolla x=0 havidvat sekd (c)
syvyydelld x=h pinnasta vaikuttavan normaalijannityksen o, resultantti on —p.
(d) Maéérita normaalijannityksen o, lauseke x—akselilla ja piirrd sen
dimensiottoman arvon o/ p kuvaaja dimensiottoman koordinaatin x/h
funktiona. Mitd tapahtuu kuormituspisteessa A (x=0)? (e) Maarita jannitys-
komponenttien o,, o, ja 7, lausekkeet syvyydelle y=h ja piirrd niiden
dimensiottomien arvojen kuvaajat dimensiottoman koordinaatin y/h funktion.
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Kuvan perusteella:

o, =11MPa, o, =2MPa, o, =5MPa, 7, =2MPa, r,, =—-10MPa, 7, =8MPa
=

1 2 8
[o]1=]2 2 -10
8 -10 5

Jannitysinvariantit:
l,=0,+0,+0,=11+2+5=18MPa

I_O'X Tyl 19y Tyl |on Tx| 1 2+ 2 —10+5 8
ey o |t o Jrn o |2 2 -0 5] 8 1
=22-4+10-100+ 55— 64 = —81(MPa)’
1 2 8
2 -10 2 -10 2 2
I, =detf[c]=|2 2 -10/=11 -2 +8
-10 5 8 5 8 -10
8 -10 5

=11(10 —100) — 2(10 + 80) + 8(~20 — 16) = —1458(MPa)°
Yhtaloryma paajannityksille:
-1’ +l,0-1,=0 & o°-180"-81lc+1458 =0
Ratkaisu (taskulaskimella):
o, =—9MPa, o, =18MPa, o, =9MPa,
Paajannitykset suuruusjarjestyksessa:
o, =18MPa, o, =9MPa, o,, =-9MPa
Suurin leikkausjannitys ja sitd vastaava normaalijannitys:
r =% "% :18_(_9) _0 *0ou 718"'(_9)
2

- ; ~135MPa, o, =12t ===~ 4,5MPa
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2.

Suurimman padjannityksen suuntainen yksikkovektori:

Rak-54.1200 Rakenteiden lujuusoppi

([o]-o, [1DAn}={0}

f=4

[11-0, 2 8 1(n,] [0
2 2-0, -10 |{n,}t=10

| 8 10 5-¢,n] |0

<

7 2 87(n) [0

2 -16 -10|{n +=10

|8 -10 -13](n,] [0

Ratkaistaan n, ja N, kahdesta ensimmadisesta yhtalosta:

=7, +2n +8n, =0 -7 2 ||n, -8
= = n,
2n,-16n,-10n, =0 2 -16]|n, 10

=

n| [-7 2’1—8n_ 1 -16
n, {2 —16} {10} “(—7).(—16)—22{—2

1
= n=n,n =-on

Sijoitetaan ne ehtoon n? +n

;.

2
y

9

+n? =1, jolloin saadaan

nf+(—1nz)2+nz2 =1= —-n’=1=n, _2
2 4 3

2 12
n=—,nN=-—=-—

K 23
Tulos on

n:%(Zi—j+2k).

z

1 2
=-Z,n,==.

3 3

-2
-7

|

-8
10

.

-1
108

{

108
54

n
-]

z

=n
2

z
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3.

Jannityskomponentit:
o, =3xy 1, =7, =5Y’, 7, =7, =2z, muut=0
Tasapainoyhtéldista seuraa:

do, Oty 01, . _ oo, Oty 01, .
+—2+—24f=0 = f =—"T%-—2L-—% jne
ox oy oz ox oy oz
Saadaan:
0
f =09 0y _OTu_ gy 10y_0--13y
ox oy oz —
fy__%_ai_aryz 0-0-2=-2
ox oy oz
0
f o9 %% 09, 45 g_g-g

! ox oy oz
Tilavuusvoimavektori:
f="fe="fi+fj+fk=-13yi-2j.
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1. Kappaleen tarkasteltavassa pisteessa vallitsee kuvan mukainen tasojannitystila.
Méaéritd Mohrin ympyrdn avulla ja analyyttisia kaavoja kéyttden jannitystilan
padjannitykset ja niiden suuntakulmat sek& suurin (x,y-—tason suuntainen)
leikkausjannitys ja sitd vastaava normaalijannitys.

Vastaus: o, =132MPa, o, = 28MPa, 6, ~-33,7°, 0, ~56,3°,

T =52MPa, o =80MPa (X, y —tasoa vastaan kohtisuoralla tasolla)

y
60MPa

*

l 100MPa
48MPa
* — X

2. Tehtdvéssd 1 x,y-—tasoa vastaan kohtisuoralla tasolla vaikuttava suurin

leikkausjannitys 7™ ei ole tarkasteltavan pisteen suurin leikkausjannitys. Jarjesta

pisteen kolme padjannitystd suuruusjarjestykseen. Madritad sitten jannitystilan
suurin  leikkausjannitys ja sitd vastaava normaalijannitys piirtamalla 3-
dimensioisen jénnitystilan Mohrin ympyrat. Selitd myds milla tasolla ndma
vaikuttavat.

Osittainen vastaus: z,,,, =66MPa, o, =66MPa

3. Puisen rakenneosan tietyssé pisteessd on kuvan mukainen tasojannitystila. Puun
syyt muodostavat 30° kulman x —akselin kanssa. Sallittu leikkausjannitys syiden
suunnassa on 7, =1MPa. Selvitd Mohrin ympyrén avulla ja analyyttisesti onko

sall

tdmad jannitystila turvallinen. Vastaus: Ei.

llMPa
-
’ 2MPa
—

*O,SMPa
X

Rak-54.1200 Rakenteiden lujuusoppi, laskuharjoitukset 1
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Palautettavat kotitehtavat

Palautus pe 12.10.2012 klo 16.00 mennessa Nopassa olevien ohjeiden mukaisesti.

Kaksi puusauvaa, joiden poikkileikkaus on suorakaiteen muotoinen, on liitetty
toisiinsa liimaamalla kéyttden kuvan mukaista vinoa liitosta. Kun tiedetdan, etté
sallitut jannitykset liitoksessa ovat 400kPa vetoa (liitospintaa vastaan
kohtisuorassa suunnassa) ja 600kPa leikkausta (liitospinnan suunnassa), méaarita
Mohrin ympyraa hyvaksi kayttden suurin mahdollinen aksiaalinen voima P, joka
voi vaikuttaa. Ohje: Koordinaatistossa, jonka x—akseli on sauvan suuntainen ja
y—akseli on ylos, vallitsee tasojénnitystila, jonka jannityskomponentit ovat

o, =PI(bh), o, =0, 7,, =0, (b=180mm, h=80mm).
Vastaus: P, =16,58KkN .

Tarkastellaan levyd, jossa on ympyran muotoinen reikd ja johon vaikuttaa tasan
jakautunut, vetdvé kuorma o, = vakio levyn péissd (kuva seuraavalla sivulla).
Tiedetdan ettd, jos levy on tehty lineaarisesti kimmoisesta aineesta, ja sen sade a
on pieni levyn sivumittoihin nahden, kayttdkelpoinen ratkaisu levyn jannityksille
on

2 2

o, = Z=1-2)n+ (1-32 ) cos 20,
2 r r
o, a’ a'

0y = 2+ 2 - @32y cos20),

o, a’ a’, .
Tg = —7(1—?)(1““ 37)5'“ 26.

Ratkaisu perustuu olettamukseen, ettd levyn reunat ovat aarettéman etaalla reidsta.
Madrita perustellen (a) sen pisteen asema, jossa normaalijannitys o, saa

suurimman arvonsa, ja tdmé arvo, (b) itseisarvoltaan suurin leikkausjannitys z,,.
ja sen vaikutuspisteet (c) koko levyn suurin péaajannitys o, sekd (d)
leikkausjénnitys ., . (e) Piirrd normaalijannityksen o, jakaumat x— ja
y —akseleilla. Huomautus: Havaitaan, ettd maksimijannitys kasvaa reikad
lahestyttdessa. Tatd ilmiota kutsutaan jannitysten keskittymiseksi.

Osittainen vastaus: (a) o, =30.., (b) |z, =2/3-0,.

Rak-54.1200 Rakenteiden lujuusoppi, laskuharjoitukset 2
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(a) Tarkastellaan ohutta levyd, jossa vallitsee tasojannitystila. Jos sylinterikoordi-
naatisto asetetaan siten, ettd sen z-akseli on kohtisuorassa levyn tasoa vastaan,
voidaan levyd tarkastella napakoordinaatistossa r,6. Talloin ainoat nollasta
eroavat jannityskomponentit tulevat olemaan o,, o, ja z,,(=7,) ja ne voidaan
otaksua pelkastddn r:n ja &:n funktioiksi. Muodosta levyn jannityskompo-
nenttien tasapainoyhtdl6t napakoordinaatistossa lahtien yleisistd sylinteri-
koordinaatiston yhtaldista.

(b) Tarkastellaan kolmidimensioista kappaletta, jonka on tietyn akselin suhteen
pyorahdyssymmetrinen.  Talléin kappaleeseen voidaan asettaa sylinteri-
koordinaatisto, jonka z—akseli yhtyy pyorahdysakseliin. Tassa koordinaatistossa
kappaleen geometria ja materiaaliominaisuudet eivat riipu koodinaatista &. Jos
myds kappaletta rasittava kuormitus on pyoréhdyssymmetrinen (ts. riippumaton
koordinaatista @), tulevat sen nollasta eroavat jannityskomponentit olemaan o, ,
o,, o, ja r,=(r,) ja ne ovat pelkastddn r:n ja z:n funktiota. Muodosta
kappaleen jannityskomponenttien tasapainoyhtalét tdssa r,z-koordinaatistossa
lahtien yleisisté sylinterikoordinaatiston yhtaldista.

Rak-54.1200 Rakenteiden lujuusoppi, laskuharjoitukset 3
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Ratkaisut

1.

Jannityskomponentit: o, =100MPa, o, = 60MPa, 7,, = -48MPa

Mohrin ympyra: o’ ~80MPa

A:(100, - 48)

26, =\67,4°
o, *132MPa

292 =112,6°
7o/

o, =|28MPa

o

B:(60, 48)

max

7 =52MPa
o

Kuvion avulla saadaan:

0, ~132MPa, o, ~28MPa, 6, ~ _br.4

112,6° _ 56.3°.

=-337°, 0, ~

7 ~52MPa, o ~80MPa (X, y—tasoa vastaan kohtisuoralla tasolla)

Analyyttisesti:
0, =%(0'X +O'y)+%,/(ax —cry)Z +4rfy =%(100+60)J_r% (100-60)* + 4-(48)> =80+£52
= 0, =132MPa, o, = 28MPa

6, =arctan 22—%x = arctan 1327100 _ 33 pge
Ty —48
0, =arctan 22— %% — arctan 28 ;200 =56,31°

Ty —
Paajannityksen suuruusjarjestyksessa ovat:
o, =0,=132MPa, o, =28MPa, o, =0,=0
Suurin leikkausjénnitys ja sitd vastaava normaalijannitys:
e o, ;O'm _ 132270 —66MPa, o - o +0oy _ 1322+0

=66MPa,
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Ratkaisut

2.

Tasojannitystilassa on my6s kolmas péajannitys o, =o, =0, joten padjannityksen
suuruusjarjestyksessd  ovat: o, =0, =132MPa, o, =0, =28MPa, o, =0;=0
Suurin leikkausjannitys ja sitd vastaava normaalijannitys saadaan ndiden avulla
piirtdmalla kaikki kolme Mohrin ympyréa seuraavasti:

Tin ® —66MPa

o, =0 o, ~132MPa

r T = 66MPa

Itseisarvoltaan suurin leikkausjénnitys vaikuttaa pinnoilla, joiden normaalit
muodostavat kulman 6, = +90°/2 = +45° padjannitysten o, ja o, suuntiin ndhden.

Oheisessa kuvassa on piirretty kappaleen (levy) leikkaus siten, ettd kuvastaso yhtyy
o, N suuntaan ja z—akselin suuntaan. Siind on havainnollistettu kaikki nelja pintaa,

joilla 7, esiintyy.

12 o, =66MPa

V>/ \(Trnax =66MPa
Jxytese £ N -
‘>\ / o n suuunta
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Ratkaisut

3.

Jannityskomponentit: o, =2MPa, o, =-1MPa, 7, =-0.5MPa.
Tarkastelupinnan normaalin ja x — akselin vélinen kulma: 6 =90°+30° =120°

Mohrin ympyralla:

20 = 240°
A:(2,-0.5)

(0]

B:(~1,0.5)

P:(c,,7,) ~(0.18,15)

T

Leikkausjénnitys on z,, ~1.5MPa > r_,, =1MPa, joten jannitystila ei ole mahdollinen.

Analyyttisesti:

Leikkausjannitykselle saadaan kaavalla (265):

r =2 % ino0+ 7, cos20 = — 2= in(2.120) - 0,5- cos(2-120%)
" 2 9 2

=1,549MPa > 7,

sall

=1MPa
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1. Kun ohut kalvo deformoituu, sen pintaan piirretty L-kirjain ABC muuttuu V-

kirjaimeksi A'B'C' kuvan mukaisesti. Kalvon deformaatio on homogeeninen,
jolloin geometriakuvaus x'=x'(x,y) ja y'=y'(x,y) on lineaarinen. (a) Maarita
siirtymét u(x, y) ja v(x,y).

Ohje: Geometriakuvaus on x'(x,y)=a, +a,x+ay ja Yy'(x,y)=b +bx+h,y,
jossa kertoimet a,, a, a,, b, b, ja b, maardytyvat ehdoista pisteissa A, B ja C.
Vastaus: u=u=5-0,5y, v=2+2x.

Y,y
C\C': 4,4) P B': (6,4)
\ /
\ /
C: (0,2) A’ (5,2)
A B: (1,0) % X'

(0.0

Madrita tehtdvan 1 siirtymatilaa vastaavat (a) Lagrangen venymat &, &, ja
liukuma y, seka vastaava 2x2 muodonmuutosmatriisi. (b) Madritd myos

padvenymaét ja niiden suuntakulmat sekd suurin liukuma levyn tasossa.
Osittainen vastaus: (a) &, =2, y,, =15, (b) 5 =2,26,6, ~19,3°

. Venymamittausruusuke, muodostuu kolmesta venymaliuskasta, jotka on
kiinnitetty kappaleen pintaan kuvan mukaisesti. Venymaliuskojen venymille &',
" ja &" on mitattu kuvan mukaiset arvot. (a) Maaritd venyméakomponentit
kappaleen pinnalla ja venymamatriisi. (b) Maaritd myds Mohrin ympyran avulla
padvenymaét ja niiden suunnat sek& suurin liukuma pinnalla.

y
g"=2.10"
=
"= 3-10’\ o =1.10"
60°\/ 60°

Osittainen vastaus:
@) &, = 2-10™, Vg = -2,31-10* (b) & ~3,15-10*, 4, ~—45°, y, ~2,3.10"
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Palautettavat kotitehtavat

Palautus pe 19.10 klo 16.00 mennessé Nopassa olevien ohjeiden mukaisesti.

Selité sanallisesti, lyhyesti ja mahdollisimman tdésméllisesti seuraavat késitteet:

(a) Partikkelin siirtymavektori ja siirtymavektorin komponentit. (b) Janan
pituudenmuutos, insinddrivenymd, todellinen venymé ja Lagrangen venymad. (c)
Suorakaiteen liukumiskulma. (d) Kiintedn kappaleen venyma, liukumiskulma ja
liukuma tietyssd pisteessd. (e) Kiintedn kappaleen venymakomponentit,
liukumakomponentit ja muodonmuutoskomponentit.

(f) Sauvan pituus alkutilassa on 1m ja lopputilassa 2m ja 1,01m. Maarita
insinddrivenymd ja Lagrangen venymda kummassakin tapauksessa.

Paavenymien madrittdminen tasotapauksessa voidaan ilmaista ominaisarvo-
tehtévana

([e]-l1D{n}={0},

missa
7@% I710 N | |cos@
[e]= vy | []{o J’ =1, _{sina}
2 y

ja nf+n?=1. Johda taman tiedon perusteella p&avenymille ja pa&suunnille
seuraavat kaavat

& 1 1 7 2 &—&
=—(g,+¢,)t=q/(6,—¢6) +yy ., 6 =arctan—=, (i=12).
52} S et a)Eoq(E—8) +7y 12 ( )

Xy

(@) Kappaleen siirtymakenttd on annettu lausekkeilla u=kxy, v=kxy ja
w=2k(x+y)z, missa vakio k(>0) on niin pieni, ettd infinitesimaalisten
muodonmuutosten  teoria  on  voimassa.  Maéritd  infinitesimaaliset
muodonmuutoskomponentit funktioina koordinaateista x,y jaz ja muodosta
muodonmuutosmatriisi. Madrita pisteessa (1,1,0) padvenymat, suurimman
padvenymén suuntainen yksikkodvektori ja suurin liukuma.

(b) Mik& ehto tulee olla voimassa vakioiden « ja g vililla, jotta
infinitesimaaliset venymakomponentit

g =a1( +y?), &, =ax’z, y,, =2BXY1, 7, =7, =€, =0

ovat mahdollisia.
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Ratkaisut
1.

Esitetaan lineaariset lausekkeet x' = x'(x,y) ja y' = y'(x, y) muodossa
X'=a, +a,Xx+a,Y,

y'=b +b,x+b,y,

jolloin kuvion perusteella saadaan

x'(0,0)=a,+a,-0+a,-0=5 a,=5 a,=5
X'(10)=a+a,-1+a,-0=6 = <a,+a,=6 = qa,=1
X'(0,2)=a,+a,-0+a,-2=4 a,+2a,=4 a,=-0,5
ja

y'(0,0)=b, +b,-0+b,-0=2 b =2 b =2
y'@,0)=b +b,-1+b,-0=4 } = {b+b,=4 = b, =2
y'(0,2)=b,+b,-0+b,-2=4 b +2b,=4 b, =1

ja lausekkeiksi x' = x'(x,y) ja y' = y'(x,y) saadaan
x'=5+x-0,5y,

y' =242X+Y.

Siirtymille saadaan
u=x'-x=5-0,5y,

v=y —-y=2+2x
2.

(®)
Siirtymien osittaisderivaatoille saadaan

Mo, Moo,

OX oy

N _p N_y,
ox oy
Venymille saadaan

ou 1_4du,, 1
_ s —0+=
&= 2[(6x) (X)] 5
gy =2 L@y s (=04 210,52 +07] 0,125

oy 270y oy 2 —
Liukumalle saadaan
Vg = clu @ uou @@:—0,5+2+0-(—1.5)+2~O:1,5

oy ox Oxody oxoy =

Muodonmuutosmatriisi on

S 2 075
[€]= =
0,75 0,125
ol _——

0+2%)=2
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Ratkaisut

(b)

Paavenymat:

&, 2%(8)( +é‘y)i%./(é‘x fgy)z +}/x2y :%(24“0,125)i%\,(2*0,125)2 +1,52

=1,0625+1,2006
£ =2,2631~2,26, &, =-0,1381~-0,14

Paasuunnat:

0, = arctan 22—x — arctan 2268122 1930
L 15/2

0, = arctan 22— — arctan 01381-2 ~-70,7°
Vo l2 15/2

Suurin liukuma:
Voax =& — & ~ 2,2631—(-0,1381) = 2,401

3.
Kaavoja (3.75)
&teE, &8 Vxy
& = +——=>c0s 260 +—=sin 26
2 2 2

kayttaen saadaan yhtalot

6 +e, & -z, -2 Yy NeT ,
Egpp =———+ cos(2-60°) +—=sin(2-60°) = ¢
2 2 2
&+ gy & — y f—/% —_—
Ep = 2 + 2 cos(2-0) + sm(2 0)=¢"
-J312
o Sy & — y ’—l—‘o r—‘—\o
E g = > + > cos(2--60 )+ 5|n(2 —60°) =¢&"
ja edelleen
1 3 .
Z€x+25y+77xy*5 6x+38y+\/§}/xy=4€'
> jg,=¢&" = jg,=¢&"
1 3 V3 ” &, +3e, —\/iyxy =4g"
—&+t—E V=&
4 4 4
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g, =&"=210"

2 4

= ==('-&")=——-10"~-2,31-10"

Ty Na ( ) 7

1 m 1 " ’ m 1 —4
g, :g(—ex +3y,, +4¢ ):5(—3 +26'+2¢ ):g(—2+2+6) =210

Venymamatriisi:

5 _2
[e]= V3 107
& 2

Huomautus: Jos kaavaa (3.75) ei ole kéytettavissa voidaan kdyttaa kaavaa (3.44)

g, ={n}' [}{n},

joka on helppo muistaa. Merkitadn venyman suunnan n ja x —akselin valista kulmaa
@, jolloin n, =cosd ja n, =sind, jolloin

. I
cosd X9
{n}={ . } [e]=
sin@ Y
— &
2 y
Venymalle suuntaan & saadaan nyt lauseke
yxy
e v
. X cosé
g, =&, ={n} [e{n}=[cos G,sin 4] 2 )"
Ty sing
7 y
£ 0080+ sing
=[cos ,sin ] =¢,c08° 0+¢,5in* O+, sinfcos .

Qcos¢9+g sing
2 y

Sitd kayttaen saadaan yhtalot
g = £, €057 60°+ £, 5in% 60° + ,, Sin 60°COS60° = &’
&, =£,008°0°+5,5in*0°+ 7, sin0°cos 0° = &”
& - =&,008"(-60°) + &, sin*(-60°) + 7, Sin(—60°) cos(—60°) = &”
josta seuraa edella saatu tulos.
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Paavenymat, suuntakulmat ja suurin liukuma:

Kerroin kuvassa 107
A:(2,-1.15)

< 9o A~26, ~ 90°
&, ~085] 2%~ 5315

y « B:(2,1.15)
; T 1.5
2

Kuvasta saadaan tulokset:
£~3.15-10" £,~0.85-10", 6 ~-90°/2=-45° 6, ~90°/2 = 45°,

Vow ©2-115.10* =2,3.10"
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Oheinen suorakaiteen muotoinen, lineaarisesti kimmoinen levy on tasojannitys-
tilassa. Se on Kiinnitetty vasemmasta paastaan jaykkaan tukeen ja sen oikeassa
padssé vaikuttaa kuormitus, jonka resultantti on F. Sen siirtymékentté on

ol )y(@ -y)-3eL-x)y)

u(x,y) =

v(X,y) = %%[SV(L— X)y? +3Lx% — x* + (4 +5v)a’x],

missa E kimmomoduuli ja v on Poissonin vakio. (a) Piirrd levyn akselin
pystysuuntainen siirtymd v(x,0) ja piirrd sen dimensioton arvo v(x,0)Eb/F
dimensiottoman koordinaatin x/a funktiona, kun L=6a ja v =0,3. (b) Mé&érita
levyn jannityskomponentit. (c) Osoita, ettd ne toteuttavat tasojannitystilan
tasapainoyhtdl6t, joissa tilavuusvoimia ei ole. (d) Piirrd dimensioton
normaalijannitys o, (0,y)ab/F ja leikkausjannitys 7, (0,y)ab/F tuella
dimensiottoman koordinaatin y/a funktiona. (e) Maarita traktiokomponentit
levyn oikeassa paassé ts. t{’(y) ja t’(y). (f) Osoita, etta voima F on traktion
t(y) resultantti. Osittainen vastaus:

3F , _ 3F
a =——  (L- e t('):i az_ 2
@) o, 2a3b( Xy (e) t, 4a3b( yY)

z

X

Niin sanottua transversaali-isotrooppista, lineaarisesti Kimmoista materiaalimallia
voidaan joissain tilanteissa kayttdd kuvaamaan esimerkiksi vanerin tai maan
jannitys-muodonmuutoskayttaytymistd. Kysymyksesséd on ortotrooppinen aine,
joka on x, y —tason suunnassa isotrooppinen. TAma merkitsee sitd, ett4 aineen x —
ja y—suuntiin liittyvat materiaalivakiot ovat samat. Maaritd téllaisen materiaalin

muodonmuutos-jannitys yhteys ja tutki riippumattomien kimmovakioiden maaraa.
Osittainen vastaus: Riippumattomia kimmovakioita 5kpl .
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Harjoitus 5

3. Maamekaniikan tarkasteluissa kéytetddn usein muodonmuutostilaa, jossa

siirtymisen  ajatellaan  tapahtuvan vain  pystysuunnassa. Jos  X,Y,Z-—
koordinaatiston z—akseli on pystysuora, tdm& merkitsee sitd, ettd siirtyma-
komponentit u ja v haviavat. Niin sanotulla lepopainekerroin K, médéritelldan

kertoimena, jonka avulla maan vaakasuuntaiset normaalijannitykset o, ja o,
saadaan  pystysuuntaisen  normaalijannityksen o, avulla lausekkeesta

z

o, =0, =K,o,. Lausu lepopainekerroin kimmovakioiden avulla, kun (a) maa

otaksutaan isotrooppiseksi lineaarisesti kimmoiseksi aineeksi ja (b) transversaali-
isotrooppiseksi lineaarisesti kimmoiseksi aineeksi.

Vastaus:

@ Ky=4/2G+A)=v/I(@+v), (b) K, =vi3 [ (L+v,), missé v, =v, =v,,

Palautettavat kotitehtavéat

Palautus pe 2.11 klo 16.00 mennessa Nopassa olevien ohjeiden mukaisesti.

y,v

Terdssauvan, jonka poikkileikkaus on ellipsin muotoinen, siirtymille on saatu
lausekkeet

2 2
u :—a2 bz 0yz, v=-0xz, W = 6xy,
a“+b

missd € on ns. vdantyma eli vaantékulma sauvan pituutta kohti. Méaarita (a)
sauvan muodonmuutokset ja jannitykset sekd osoita, ettd jannityskomponenttien
tasapainoehdot toteutuvat. (b) Madritd sauvan suurin leikkausjannitys ja piste,
jossa se vaikuttaa, jos a=>b.

Maakerrosten painuma-analyysin yhteydessa kéaytetddn ns. édometrikoetta. Siind
sylinteriméisessa rasiassa olevaa ndytetté kuormitetaan sylinterin akselin (z-akseli)
suunnassa. Nayte deformoituu siten, ettd pelkastaan z-akselin suuntainen liike on
mahdollinen. Likitarkastelussa rasian ja ndytteen vélinen kitka sekd ndytteen oma
paino voidaan jatta4 huomiotta. Naytteen siirtymatila on siis: u=v =0, w=w(z).

Rak-54.1200 Rakenteiden lujuusoppi
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X

(a) Osoita kayttden muodonmuutosten ja siirtymien valisia yhteyksid, ettd venyma
g, on ainoa nollasta eroava muodonmuutoskomponentti ja silld on lauseke
g, =W'(z). (b) Otaksutaan, ettd maandyte on isotrooppista ja lineaarisesti
kimmoista materiaalia. Osoita lahtien Hooken laista, ettd tdssd tapauksessa
maandytteen venymdan ¢, ja vastaavan normaalijannityksen o, vélinen yhteys
voidaan Kirjoittaan muotoon

1-v-2v2
&= Oz

(1-v)E

ja maanaytteen muille normaalijannityksille saadaan lauseke
Oy =0y = EO'Z
(c) Sylinterimdisen ndytteen ympyrdn muotoista yldpintaa kuormittaa
pintayksikkoa kohti tasan jakautunut kuormitus ¢ . Katkaistun sylinterin yldosan
tasapaino-tarkastelulla, nahdaan helposti, ettd maandytteen normaalijannityksella
o, On téssé tapauksessa arvo o, =—¢. Kayttden tatd tulosta seka tietoa, ettd
ndytteen venymé &, on sen suhteellinen korkeuden muutos, ts. &, = Ah/h,
muodosta lauseke naytteen kuormituksesta g aiheutuvalle korkeuden muutokselle
Ah.

Tarkastallaan putkea, jonka sisdsade on a ja ulkosade on b. Sen materiaali on
lineaarisesti kimmoista, kimmomoduuli on E ja Poissonin vakio on v. Putken
sisélld vaikuttaa vakio paine p, mutta muuten se on kuormittamaton. Putki on
tuettu siten, ettd sen pitenemistd pitkittaissuunnassa ei ole rajoitettu, joten sen
voidaan  olettaa olevan  tasojannitystilassa  ja  tarkastelu  rajoittaa
poikkileikkaustasoon. On tarkoituksen mukaista tarkastella putkea sylinteri-
koordinaatistossa, jonka z—akseli yhtyy putken akseliin. Putken ja kuormituksen
symmetrian vuoksi sateen suuntainen siirtyma u, on pelkastaan r:n funktio ja
tangentin  suuntainen siirtymé u, havidad. (a) Lausu ensin kayttéen
muodonmuutosten ja siirtymien yhteyksida venymét e,, &, ja liukuma y,,
siirtymén u, avulla. (b) Lausu toiseksi kéyttaen tasojannitystilan jannitysten ja
muodonmuutosten yhteyksia® jannitykset o, , o, ja 1, siirtyméan avulla. (c)
Sijoittamalla n&méa ensimmaiseen jannityskomponenttien tasapainoyhtaléon,
jolloin saat siirtymélle u, (r) differentiaaliyhtalon ja saata timéa yhtélo muotoon

Jannitysten ja muodonmuutosten yhteydet sylinterikoordinaatistossa ovat

samanlaiset kuin karteesisessa koordinaatistossa. Ne saadaan siis jalkimmaisista
suorittamalla alaindekseille sijoitukset: x >r,y >80,z —>z.
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d 1d(ru

d1d(u); o

drr dr

(d) Osoita, ettd tdman differentiaaliyhtélon yleinen ratkaisu on
Cl CZ

u(r)=—=r+-=2.

(e) Reunaehdot putken sisa- ja ulkopinnalla ovat

o, (@) =p, o,(b)=0.

M&éritd reunaehtojen avulla integrointivakioiden C, ja C, arvot ja osoita, ettd

levyn siirtymalla u, ja jannityksilla o, ja o, on lausekkeet

p a’% r b
o G Cadl
pa’ b? pa’ b?
Ur:bz_az a- rz)' Uszbz_az @+ rz)'

() Piirré& lopuksi tapauksessa, jossa b=3a ja v =0,3, levyn dimensioton siirtyma
Eu, /(pa) seké dimensiottomat jannitykset o, /p ja o,/ p suhteen r/a
funktiona.
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1.

(a) Palkin akselin pystysuuntaiselle siirtymalle saadaan:

v(x,0) = F ——[3-6a-x*—x*+(4+5-0,3)a’x]

a’h
v(x,0 Eb 1 X
e 8y -y +5,5%]
F a
2 4 6 X
a
v(x,0)Eb
—F 116,25
(b) Venymakomponentit:
ou F
=—-= -3(2L-2x)y]= -X)Y,
™ 4Ea3b[ ( M=o 3b( XY
ov
=— - = L-x y
% =% " aEa 3b Br(L-x)y= Ea 3b( )y
ou 6v
=—+— 2+v)@® -y*)-2(2+v)y* -3(2Lx— %
Yy = ay *ox - Ea 3b[( v)@ -y)-22+v)y" -3( )
4E 3b[ 3vy? +6Lx—3x* + (4+5v)a’]
1+v)(@* -
T 3b( v)@*-y?)
Jannitysten ja muodonmuutosten véliset yhteydet:
0 0
sx=é(ax—vcry—v0'z), 5y=é(ay—vaz—vcrx), 7Xy=%
-vo,=Ee¢ E
= = (1-v)o, =E(g, +ve,) = 0,=—(5,+1%,)
o,-vo,=Eeg, |v 1-v
o,—vo,=Eg |v E
= = (1-v)o, =E(g, +v&,) = o, =—(¢,+v&,)
o,-vo,=Eg, 1-v

= 7,=0y,

Jénnityskomponentit'

E
= L—x
%=1, 2Ea3b( X)y+v

3Fy 3F
=——_(L-x
Ea 3b( x)y] Zasb( )Y
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E . 3Fv

= ——(L-x)y - L—-x 0

oy Z[ZEa3b( )y-v- 2Ea 3b( )yl=
E 6F 2 o 3F ., o,

=Gy, = - 1+v)(@®-y?)=——(a* -
Ty = 7 = iy aEa @ Y=g )
(c) Derivoidaan
o0, _ 32 V. a&:o, arxyzo‘ or, 32 y
ox 2a’h oy OX oy 2a’b

Sijoitetaan tasotapauksen tasapainoyhtaldiden vasempiin puoliin

0 oz,
90, Ty (3P 3P 0 ok, 429 _g10-0 OK.
ox oy 2ab” 2ad ox oy

(i)
0,0.y)= -6y = L(O'Fy)ab:—gg
0 b
£ O @y = BOIR Sy Yy

19
o,(0, y)ab 0,75 7,(0,y)ab
F F
9411
a

(d)

1
Lo
t"=no, +nz tD=n o +
AR 1o F 1 SRS I
t =nz, +no, -
t(y) =o,(Ly)=0
F o2

() =1, (L) = (- y)
©
j t (y)bdy = j {0 (y)bot = | = j (@ —y)dy——|(a2y—y3>

3 3
:ii(a3_i+a3_a—):3—i4i:F, OK.
4a 3 3" 4a’ 3
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2.

Ortotrooppisen aineen muodonmuutos-jannitys matriisi on

R
El EZ E3
e 1o o5 g g
El EZ E3
e Ve 1 0 0 0
E E E
[C] — 1 2 3 1
O 0 0 — 0 0
G12
o 0o 0o o0 X o
GZ3
o o0 0 0 0 -
L G31 i

Kimmovakioita on 12: E, E,, E;, Vi,, Vi, Vg, Voo Vars Visy Gy Gy ja Gy, ja
niitd sitoo 3 symmetriasta johtuvaan yhteytta

Vi _Va Ve _Ye Va_Ys

El EZ ’ EZ E3 ’ E3 El

Koska transversaali-isotroopisessa aineessa suunnat 1 ja 2 ovat samanarvoiset,
merkitddn E, =E,, v, =v,, =V, Vy3 = V3, Vi, =Vs, G,y =G, jolloin muodon-
muutos-jannitys matriisille saadaan

I h Yo o o
El El E3
v 1 vy 0 0 0
El El E3
R
E E E
[C] — 1 1 3 1
0 0 0 = 0 0
Gl
o o o o X o
G31
0 0 0 0 0 éL
L 31

Kimmovakioita on nyt 7 kpl: E;, E;, v,, v,;, Vi3, G, ja G,;. Niitd sitoo matriisin
symmetriasta johtuva ehto
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Isotrooppisuus x, y —tasossa edellyttaé vield, ettd kimmovakioilla E;, v, ja G, on
yhteys

G-—
2(1+v,)

Nain riippumattomia kimmovakioita tehtéavassé on 7 —2 = 5kpl .
3.

Venymille saadaan:
0 0

£X=a—u=0, & =aV=0, & =@¢0
OX

(a)
Isotrooppisen, lineaarisesti kimmoisen aineen jénnitys-muodonmuutos yhteyksista
seuraa:

A

0, =(2G+A) e, +1¢g, + e, = A,
. S

o, =G+ )¢, + e, +de, = g,

0 0

— ——
0,=(2G+ )¢, + e, + e, =(2G + g,
Ratkaisemalla viimeisestd ¢, , saadaan

O-Z
g, =
2G+4
ja sijoittamalla se kahteen edelliseen saadaan

o, =0, = A O
Y26+ T
Vertaamalla tata madrittelykaavaan o, = o, = Ko, saadaan
K-
2G+41

Lausumalla Lamen parametri leikkausmoduulin ja Poissonin vakion avulla saadaan
tasta

2Gv
K, = 1-2v  _ 2Gv __v
2G + 2Gv  2G(1-2v)+2Gv 1-v
1-2v



Harjoitus 5 Rak-54.1200 Rakenteiden lujuusoppi
Ratkaisut

Vaihtoehtoisesti voidaan lahted liikkeelle muodonmuutos-jannitysyhteyksistd, jolloin
saadaan

-1
&x :E(o'x —vo, ~vo,) o, —vo, =vo, " ,
= = 1-v)o,=WV+v)o,
2 -vo, +o, =vo, |v
&, :E(ay —-vo, —vo,)
o, :Maz :LO'Z, o, =v(o, +0,) :V(L+1)O'Z :LO'Z
1-v 1-v 1-v 1-

Nain
K, -

=
(b)

Transversaali-isotrooppisen, lineaarisesti Kimmoisen aineen muodonmuutos-jannitys-
yhteyksisté seuraa:

—~ 1 vV, V.
& ==0,-—0,-2o, Gx—vpy:vniaz
E, E, E, E, O, —V\0, = V130,

o = El =
) v 1 V. _ _, 5 . V10, + Oy =V330, |V
g =—— o, +=0o,-2o, MOt Oy =Va g o, "

E1 E, E, 3

2 13
= (1-v)o, =v,l+v,))o, = o,=—""—0,,
1-v,
_ + _ ( V13 + ) _ 13
Oy, =V,0, +V;30, =\, 1 Vi3)0, = 1 o,
v -

Nain

Vi
Ky =

1-v,
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