Rak-54.1200 RAKENTEIDEN LUJUUSOPPI

Osa I: Kiintean aineen mekaniikan yhtalgita, esimerkkikokoelma
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1. Matematiikan kasitteita ja merkintdja
Tehtéava 1.1:

Osoita, ettd kahdelle mielivaltaiselle vektorille u ja v pétee:
lu- v|2 +lu+ v|2 = 2(|u|2 +|v|2)

Ratkaisu:
|u—v|2 +|u+v|2 =U-V)e(U=V)+(U+V)e(U+V)

=UeU—-UeV—-—VeU+VeV+UeU+UeV+VeU+VeV

=2(usu+vev) =2(u +|v[).

Huom! Vektorin itseisarvo: [u|=vu.u = |u|2:u.u

Tehtava 1.2:

Madritd kolmen samassa tasossa vaikuttavan 10kN:n suuruisen voiman, jotka
vaikuttavat origossa ja muodostavat 60°, 120° ja 270° kulmat x-akselin suhteen,
resultantin suuruus ja suunta.

Ratkaisu: y

Merkitaan voimien suuruutta F =10kN. E
Voimien suuntaiset yksikkovektorit (kuva): F '

V3. Joyn

n, = c0s60°i +sin 60°j =%i +7J,

é. N\

n, =005120°i+sin120°j=—%i+71, ) X

n3 = €0s270°i +sin 2700j = —j. nl — Coseli +5sin Hlj
Resultantti:
1. V3. 1. 3. . .
=FEi+—j-—i+-—j—j) = F(/3-1)j.
(2 > 175 2JJ) ( )i
Suuruus: R =|R|=F(¥3-1) =10(~3-1)kN.
Suunta: 6 =90°.
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Tehtava 1.3:

Maarité pisteiden A: (1,0,3), B: (0,1,-1) ja C: (2,2,3) kautta kulkevan tason normaali
ja sen yhtéld. Mé&arité vield kolmion ABC pinta-ala.

Vektoreiden AB ja AC ristitulo on kohtisuorassa niiden maarittelemaa tasoa vastaan
ja siten myds pisteiden A, B ja C kautta kulkevaa tasoa vastaan. Lasketaan ristitulo:

AB =X, —X, = j—k—(i+3K) =—i+j—4Kk,
AC =X. —X, =2 +2j+3k — (i +3K) =i +2j,
i j k
ABxAC=|-1 1 -4/=8i-4j-3k.
1 2 0
Suuruus:
[ABx AC|= /8" + 47 +3° = /B9.
Yksikkonormaalivektori:
ne ABx AC _ 1
[ABxAC| 89
Tasolla olevan pisteen P:(x, y) paikkavektori:
X = Xi+ yj+ zK.

(8i — 4j - 3K).

Tason suuntainen vektori AP :
ﬁ:x—xA =Xi+ yj+zk — (i +3K) = (x=D)i+ yj+ (z - 3)k.
Vektoreiden AP ja n kohtisuoruusehto:
Kﬁ «n=0
1

= [x=Di+yi+ (2-3k]—==(8i-4j-3K) =0
1
= E[S(X—l)—4y—3(z—3)]:o

= 8x-4y-3z+1=0.

Kolmion ala:

Azg\@xrc\:%@.
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Tehtava 1.4:

Koordinaatisto x',y’,z" saadaan koordinaatistosta x,y,z kiertdmalla sitd oikean
kaden ruuvisddnnon mukaisesti kulman @ verran z -akselin ympéri. Jos pisteell& P on
koordinaatit (1,1,1) X,y,z—Kkoordinaatistossa, maaritd sen koordinaatit x',y’,z'—
koordinaatistossa. Jos pisteelld Q on koordinaatit (1,1,1) x',y’,z’ — koordinaatistossa,
maadrita sen koordinaatit X, y, z—koordinaatistossa.

!

2,2
Y
// é
o} L) y
/
9/
/
X v,
X
Ratkaisu:
y
N
\
\
\
\\
\_mx
[
m (Z_m ////7 X
y I //
oo 'Ve Iy X
k,n |

Oheisesta kuviosta nahdaéan helposti, ettd kantavektorien I, m ja n komponentit ovat
l,=cos, |, =sind, |, =0,

m,=-sin@, m =cosd, m, =0,
n,=cosd, n,=sind, n, =1,
Koordinaatiston muunnosmatriisi ja origon O paikkavektori

L1, cosd singd 0
[LI=|m, m, m,|=|-sind cosd O, {x}={0}.
n, n,n 0 0 1

Muunnos koordinaatistosta X, y,z koordinaatistoon x’,y’,z":

3= (X 3-{%} =[LKx}

Pisteen P koordinaateille saadaan:

X' cosd singd 0|1 cosé@+siné
y't=|-sin@ cos@ 0|1;={-sind+cosd
X' 0 0 1|1 1
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eli
X'=cosf+sind, y'=-sind+cosd, z'=1.

Muunnos koordinaatistosta x',y’,z" koordinaatistoon X, y,z:

{3 =0+ LT O3 =[LT {x}
Pisteen Q koordinaateille saadaan:
X cosd —singd 0|1 cos@—sind

yr=|sind cos@ O0|{1lr=<sind+cosd
X 0 0 1|11 1

eli
X=c0s@—sind, y=sinf+cosd, z=1
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2. Jannitystila
Tehtava 2.1:

Tarkasteltavan pisteen P jannitystila x,y,z-koordinaatistossa on esitetty oheisen
kuvion avulla

%y

Madrita jannityskomponentit ja jannitysmatriisi sekd jannitysvektori (traktio),
normaalijénnitys, normaalijannitysvektori, leikkausjannitysvektori seka
leikkausjannityksen suuruus pisteen P kautta Kkulkevalla tasolla, jonka
yksikkdnormaalivektori on

2. 2.1
n=—i+—j+=k.

3 33
Yksikot ovat MPa. (Niité ei tarvitse merkité laskelmaan).

Ratkaisu:
Jénnityskomponentit:
o,=1,0,=30,=4,
7,=0 17,=0 7,=-2
Jannitysmatriisi:

7 0 -2
[c]=| 0 5 ©
2 0 4

Jannitysvektori:
7 0 -2|[2/3 4

{0 =[c{n}=| 0 5 0 |{2/3'=]10/3!.
2 0 4|13 0

. 10.
t™ = (4i+=—=
(4i+=1)

Normaalijannitys:
O.nzn.t(n):(Ei+2j+£k).(4i+gj)22.4_{_2.&:4_
3 3 3 3 3 33 9

N

Rak-54.1200 Rakenteiden lujuusoppi, osan | esimerkkikokoelma 5



Normaalijannitysvektori:
(n) 2.1
c"=on=—(CCi+-J+=

93 3 3
Leikkausjannitysvektori:

. 10. 44, . . 2 ..

™ =t™ — 6™ =4i+ —j-—(2i +2j+k) = — (10i + j— 22k
T c 3] 27( J+Kk) 27( i )

44 . .
K)=—(2i+2j+k
) 27( +2j+k)

Leikkausjannityksen suuruus:
R rC \/42 10, ()_\/@22\/—

tal

™ =™ |= 2 [10i + j— 22K |= i\/102 +17+222 ==
27 27
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Tehtava 2.2:

Tarkasteltavan pisteen jannitystila X, y, z -koordinaatistossa on esitetty oheisen kuvion

avulla.
Z
|
./

1/_ﬁy

e

Mik& on jannitysvektori (traktio), joka vaikuttaa pisteen kautta kulkevan tason
Xx+3y+z=1 ulkopinnalla (pinnalla, joka on poispdin origosta)? Mik& on
normaalijannitys ja leikkausjannityksen suuruus? Yksikot ovat MPa ja m. (Niité ei

tarvitse merkité laskelmaan).
Ratkaisu:

Jannityskomponentit:
o, =0, o, =2, 0,=17
Jannitysmatriisi:

01 2
[c]=]1 2 O

2 01
Tason normaalin méarittdminen:

w =1 7,=0 7,=2

Pisteet A, B ja C, joissa taso leikkaa koordinaattiakselit:

0 0 YA
Ya=2,=0, X, +3y,+Z, =1 = X, =1, C
2 2, 1
Xg =25 =0, XB+3YB+ZB:13YB:§, B y
2 A
Xe=Ye=0, X +3y.+2. =1 = z. =1 «
Vektorit AB ja AC:
— . . A . 1.
AB:(XB_XA)I+(yB_yA)J+(ZB_ZA)k:(0_1)|+(§_O)J+(O_O)k:_I+§J
A—Cz(xC—xA)i+(yc—yA)j+(zc—zA)k:(0—1)i+(0—0)j+(1—0)k=—i+k
Tasoa ABC vastaan kohtisuora vektori:
_— 1. . . 1. . 1. 1. . 1
N=ABxAC=(-i+—= —1+K)=ixi—ixk—=jxi+=jxk==i+j+=k
X ( 3J)><( )=ixi—ix G ixk=giti+
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Tason yksikkénormaalivektori:

N1 Ly~

1. .
N T LG it
(é) +1+ (g)

Sen komponenttien sarakematriisi:

1 . ..
\/_( i+j+ 3k)_ﬁ(HBHk)

. 1
nN}=——43
{n} N )
Jannitysvektorin komponenttien ja jdnnityskomponenttien yhteydesté seuraa:
01 2 . 1 . 5
{3 =[c{n}=1 2 0|——=1{3b=—=17¢,
2 01 Vi1 1 Vi1 3

Jénnitysvektori:

t™ = i(5i +7j+3K).

V11

Normaalijannitys:

5 3 7 _5+21+3 29

1 3
rrrrrr ERETY

o =nt™=nt +nt +nt, =

Leikkausjannityksen suuruus:
@ = [t P o™ =+ 4 -0 = J( )+ (=) +( )—e—)
! e rJ—r

1\/25 11+49-11+9-11— 292—1\/7—61{

Huom: Tason yksikkénormaali voidaan myts maédrittdd kayttden hyvéksi tietoa:
Funktion f(x,y,z) gradienttivektori, on pinnan, jonka yhtdlé on f(x,y,z)=0,

normaalin suuntainen. Tarkasteltavan pinnan (tason) tapauksessa
f(x,y,2) =x+3y+z-1, joten normaalin suuntaiseksi vektoriksi saadaan
N=Vf —ii+ﬂj+ik Li+3-j+1-k=i+3j+k

ox oy

ja yksikkonormaalivektoriksi
N i+3j+k 1. ..
n=—-—= = (1+3j+k).
IN| V1r3241 V1L
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Tehtava 2.3:

Pisteen jannitystila on esitetty jannitysmatriisina

2 -2 0
[c]=|-2 V2 0 |MPa.
0 0 —/2

karteesisessa X, Yy, z—koordinaatistossa. M&aritd jannitystensorin matriisi [o”]
karteesisessa X', y',z"'—koordinaatistossa, jonka x'— ja z'—akselien suuntaiset
kantavektorin ovat

1. 1,
=5 l+k, n—E(—\/il+j—k)

Ratkaisu:

y' —akselin suuntainen kantavektori:

Kantavektorien ristitulon lausekkeesta nx|=m seuraa
k -j 0 i —i 0
1 .. 1 . 1 — — = s s
m=nxl== —\/§I+ —KYx—(j+k)=—= —\/Elx —\/Elxk+ xJ+ jxk—kxj—kxk
2( j-K) \/E(J ) 2ﬁ( i JxJ+] i )

=%(\/§i+j—k)

Kantavektoreiden |, m ja n komponentit:
1 1

Koordinaatiston muunnosmatriisi:
0 142 142
[L]=| 1/N2  1/2 -1/2
“142 12 -1/2
Saadaan:
0 UV2 u2l[2 2 o[ o wuy2 -1u42
[c]=[LI[cILT =| /N2 12 -1/2|-2 <2 0 ||uv2 1/2 172
“1/42 112 -1/2]l0 0 2|12 -1/2 -1/2
0 12 uN2||—v2 J2-1 —VJ2-1] [o o0 2
=l UN2 12 12| 1 V212 32/2|=|0 1-V2
“1N2 12 -2 -1 N2i2 V212 |20 -1 1442

Jannitystensorin symmetrian takia tuloksen tulee olla symmetrinen. Tdma on hyva
tarkistus.
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Tehtava 2.4:

Jannitysvektorit kolmella tarkasteltavan pisteen kautta kulkevalla tasolla ja ko.

tasojen yksikkonormaalivektorit ovat
t" =i+2j+3k, n=i,

. . 1. .
t™ =231+ 243j, n=——(i+j+Kk),
J @( j+k)
t™ =2(i+j+k), n=j.
Maarita jannityskomponentit ko. pisteessé ja sen matriisi.

Ratkaisu:

Tarkastellaan ensin jannitysvektoria:

t" =i+2j+3k, n=i,

Jannitysvektorin ja vastaavan yksikkénormaalin komponentit ovat siis
t =1t =2, t" =3,

n =1 n, =0, n,=0.

Kaavasta {t} =[c]{n} seuraa

1 Oy Ty Tulll l1=0,-147,,-0+7,-0 o, =1
2¢=\7,, o, 7,10y = <2=7,,-140,-0+7,-0 = 17, =2
3 z-zx z-yz O-Z 0 3:TZX.1+TyZ.0+O-Z.O Z-ZX:3

Tarkastellaan toiseksi jannitysvektoria:

t™ =2(>i+j+k), n=j

Jannitysvektorin ja vastaavan yksikkénormaalin komponentit ovat siis
t =2t =2t =2,

n,=0,n,=1n,=0.

Kaavasta {t}"” =[c]{n} seuraa

2 o 7. 7.l|[0 2=0,-0+7,,-1+7,-0 Ty =2

X Xy X

2¢=\7, o, 7,1y = {2=7,-0+0,'147,-0 = (0,=2
2] |7, 7, 0,0 2=1,-0+7,-14+0,-0 7, =2
Tarkastellaan lopuksi jannitysvektoria:

. ; 1 . .
t™ =231+243j, n=——(i+j+k
i \/§( j+k)

Jannitysvektorin ja vastaavan yksikkénormaalin komponentit ovat siis
™ =243, t" =243, t" =0,

ot .t .1

SN E N

Kaavasta {t}"” =[c]{n} seuraa
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1 1
2\/§=0'X +7,, —=+T,,—=
2\/§ O, Txy T l/\/é \/7 y 3 \/é
243} = Ty O, Ty 1743} = 2\/§=Tyx-i+0y-i+ryz-i
V3 3 "B
0 T 7’-yz o, 1/\/§ 1 1 1
O=7,—4=+7, —+0, —
X \/§ yz 3 z 3

O+ 7T, +7, =6
= (7,10, +7,=06
T,t7,t+0, =0

Sijoittamalla ndihin yhtal6ihin edelld saadut tulokset, ndhdd&n heti, ettd kaksi
ensimmaisté yhtalo4 toteutuvat ja viimeisesta yhtalosta saadaan
3+2+0,=0 = o,=-5.

Néin jannityskomponenttien muodostama matriisi on:

12 3
[c]=|2 2 2
3 2 -5
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Tehtava 2.5:

Madritd oheiselle jannitystilalle jannitysinvariantit, padjannitykset, suurimman
padjannityksen suuntainen yksikkovektori sekd suurin leikkausjannitys ja sitd
vastaava normaalijannitys. Yksikkond on MPa.

Ty

107

8

8 - 2

L [
11 2 10

e

Ratkaisu:

Kuvan perusteella:
o, =11MPa, o, =2MPa, o, =5MPa, 7, =2MPa, 7, =-10MPa, 7, =8MPa

11 2 8
= [o]=|2 2 -10
8 -10 5

Jannitysinvariantit:
l,=0,+0,+0,=11+2+5=18MPa

11 2 2—10+58
22 -10 5| 8 1

=22-4+10-100+55 - 64 = —81(MPa)*

o) T

Tyl Oy T

y yz

2-yz o,

O-Z 7'-Z><

TZX O-X

I, +

TXY Gy

11 2 8
2 10 |2 -10f |2 2
I, =detfo]=(2 2 -10/=11 -2 +8
-10 5 8 5 8 -10
8 -10 5
=11(10-100) — 2(10 + 80) + 8(—20 — 16) = —1458(MPa)*
Paajannitykset:
Yhtalén o® - 1,06° + 1,0 — |, = Oratkaisu:
—_— 2 . —_— —_— 2
Q:3|2 I _3-(-8)-18 _ 63
9 9
R - 217 +271,-91,1, _ 2.18% +27-(~1458)-9-18-(-81) 270
54 54

D=Q°+R*= (—63)3 +(- 270)2 - —177147<o OK

@ = arcC0S—— = arccos —— =122,68°

o e
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o, =24-Q cos(%(o) +% =263 005(122:,368 ) +% =18MPa
o, =2y-Q COS(%¢+120°) +I—§ =2./63 cos(m’ 08 +120°) +% =-9MPa
122,68° 18

o, =2J-Q cos(%(p+ 240°) +% = 2/63 cos( +240°) +- = 9MPa

Padjannitykset suuruusjarjestyksessa:
o, =18MPa, o, =9MPa, o,, =-9MPa
Suurimman pa&jannityksen suuntainen yksikkovektori:

([o]-o, [I1D{n}={0}

=

11-0, 2 8 1(n,] [0
2 2-0, -10 [{n,+=10

8  -10 5-o,|n,] |0

-7 2 8 |[n 0
2 -16 -10|yn, =40
| 8 -10 -13][n 0
Ratkaistaan N, ja N, kahdesta ensimmaisestd yhtalosta:
—=/n +2n,+8n, =0 -7 2 1[n, -8

= = n,
2n,—16n,-10n, =0 2 -16]|n, 10

-
n| [-7 27 (-8 )
n[ |2 -16] |10 "
1 ~16 -27(-8 1 (108 N,
= nZ = nz = 1
(-7)-(-16)-22| -2 -7|10 108 | -54 -0

1
= ne=n,n=-on,.

Sijoitetaan ne ehtoon n? +n

z

2

7+n? =1, jolloin saadaan

nf+(—£nz)2+nz2 =1 = gnf =1 = n, _2
2 4 3
2 12 1 2
nX:_’ n =__'_:__1 nZ=_'
377 2 3 3 3
Tulos on

n=%(2i—j+2k).

Suurin leikkausjannitys ja sitd vastaava normaalijénnitys:
—_ O, —Ow _ 18—(-9) ~13,5MPa, o, = o, +o, 18+(-9)
2 2 — 2 2
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Tehtava 2.6:

Tarkasteltavan pisteen P jannitystila x,y,z-koordinaatistossa on esitetty oheisen
kuvion avulla

Yksikot ovat MPa. Madritd (a) jannityskomponentit, (b) jannitysmatriisi, (c)
jannitysinvariantit, (d) pa&jannitykset, (e) suurimman p&&jannityksen suuntainen
yksikkovektori sekd (f) suurin leikkausjannitys ja sitd vastaava normaalijannitys
pisteessa P.

Ratkaisu:

(@)
o, =95MPa, o, =1MPa, o, =2MPa, 7, =1MPa, 7, =-5MPa, 7, =4MPa

(b)

5 1 4
[c]=|1 1 -5
4 -5 2
()
I1=5+1+2:§
5 1 |1 -5 |2 4
l, = + + =5-1+2-25+10-16=-25
11 |-5 2| |4 5 =
5 1 4
l,=/1 1 -5=10-20-20-(125+2+16)=-173
4 -5 2
(d)
0= 31,17 :3(—25)—82 _ 139
9 9 9’
R_ 213+ 271,911, _ 2.8°+27-(~173)+—9-8-(-25) _ ls47
54 54 54

D =Q®+R?=-2514,05<0, OK
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@ = arccos _R_ _arccos =134
J-Q, J(139/9)°

o, =2 /% cos(% -124,30°) +§ =8,5594MPa

=124,30°

o,=2 /% cos(% -124,30° +120°) +% =—4,7841MPa

o, =2 /% cos(%-124, 30° + 240°) +§ = 4,2247MPa

®) )
5-8,5594 1 4 n,) (0
1 1-85594 -5 n, =40
4 -5 2-85594|(n,| |0
~35594 1 4 ) [0
= | 1  -7554 -5 |int= o}
4 -5 —6,5594|(n | |0

n,—7,5594n -5n, =0 |- (-4)
{4nX —5n,—6,5594n, =0
25,2376n, +13,4406n, =0 = n, =-0,5326n,
-3,5594n, +n +4n,=0 |-5
{4nX —5n,—6,5594n, =0
—13,797n, +13,4406n, =0 = n, =0,9742n,
n;+n;+n; =1 < (0,9742* +0,5326° +1)n’ =1 = n, =+0,6692
n, =0,9742-(+0,6692) = £0,6519
n, =-0,5326-(+0,6692) = 70,3564
n, =£0,6692
n =+(0,6519i —0,3564j+0,6692k

(f)

max

_8,5594— (~4,7841)
2

o, = 8, 5594+§—4, 7841) _1888MPa

=6,672MPa,
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Tehtava 2.7:

Madritd oheisen jannitystilan (a) padjannitykset seké (b) suurin leikkausjénnitys ja
sité vastaava normaalijannitys.

z T 3MPa
4 l
——
__>5
_— y
2 4
X /
Ratkaisu:
Jannityskomponentit ja jannitysmatriisi:
o,=-2,0,=50,=-3,7,=0,7,=-4, 7, =0.
-2 0 0
[6]=| 0 5 -4 |MPa.
0 -4 -3

(a) Paajannitykset:
(Tassa tapauksessa jénnitysmatriisi on niin harva, ettd ratkaisu onnistuu l&htien
paajannitysten determinanttiyhtélosta.)

Ox—0 Ty Tax -2-0 0 0
Ty oy—o 1y, |=0=1] 0 5-0c -4 |=0
Tax Tyz 0; -0 0 4 30

= (-2-0)(6-0)(-3-0)-4-4(-2-0)=0 = (-2-0)(c?-20-31)=0 =

= 01=-2, 05 =112 +31 =11 442,
Suuruusjérjestyksessa:
o) =1+ 42 ~ 6,66MPa, o}, =—-2MPa, o, =1-4y/2 ~ —4,66MPa.
(b) Suurin leikkausjannitys:
. o] —oq _ 1+4\/§—(1—4\/§)
- 2

(1 =
max
2

= 42 = 5,66MPa.
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Tehtava 2.8:

Maan sisélla vallitsee maan painosta aiheutuva hydrostaattinen paine ja maan kuoren
liikkeestd aiheutuva leikkausjannitys. Tarkasteltavassa pisteessa hydrostaattinen paine
on p=10MPa ja leikkausjannitys valitussa koordinaatistossa X,y,z on

Ty =5MPa . Madrita (a) paajannitykset, (b) suurin leikkausjannitys ja (c) pienimman

paajannityksen suunta. Ohje: Hydrostaattista painetta p vastaa normaalijannitykset
Oy =0y=0,;=—D.

Ratkaisu:

Jannityskomponentit:
o,=-10, 0, =-10, o, =-10, 7, =5, 7, =0, 7, =0.
Jannitysmatriisi:

-10 5 0
[c]=] 5 -10 O
0 0 -10

(a) Paajannitykset:

(Téassa tapauksessa jannitysmatriisi on niin harva, ettd ratkaisu onnistuu l&htien
paajannitysten determinanttiyhtélosta.)

det([oc]-ofl]) =0

-10-o 5 0
= 5 -10-o0 0 |=0 = [(-10-0)(-10-0)-5°](-10-0)=0
0 0 -10-o

= (6°+200+75)(c+10)=0 = 0°+200+75=0, c+10=0,

= 01’2:—%i,/(%)2—75:—1015, 0,=-10 = 0,=-5, 6,=-15, ¢, =—10.

Suuruusjarjestyksessa:
o, =-5MPa, o, =-10MPa, &, =-15MPa.

(b) Suurin leikkausjannitys ja sité vastaava normaalijannitys:
o, —oy _ —5—(-19)

Toax = = =5MPa.
2 2
o, =%+ _ S+ _ yoppy
2 2 —
(c) Pienimman padjannityksen suuntainen yksikkovektori:
-10-(-15) 5 0 n, 0
(lo -0, [1D{}={0} & 5  -10-(-15 0 n, t=10
0 0 -10—-(-15) | |n, 0
> 3 0jn, 0 5n,+5n, =0 = n =-n,,
= |5 5 0jyn, r=40p = 0
00 5[n| [0 M=
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2 2 2 2 2 2 2
ne+n,+n; =1 = n +(-n,) +0°=1 = 2n, =1 = nxzﬁz—ny
= N _—1 n —_i n _0

2 2

Néin pienimman péajannityksen suuntainen yksikkdvektori on:

1 . .
n—ﬁ(l—l)

Koska kysymyksessa on tasomuodonmuutostila, esitetdén vaihtoehtoinen ratkaisu |

tasotapauksen kaavoja ja ratkaisu Il Mohrin ympyraa kayttaen:
Vaihtoehtoinen ratkaisu I:
(a) Pa&jannityksat:

1 1 1 1
0,,=5 (0, +0'y)i5\/(ax —0,)} +47)) =§(—10—10)i§\/(—10+10)2 +4.5

=-10+5 = ¢, =-5, 0,=-15, 0, =0, =-10MPa
o, =-5MPa, o, =-10MPa, o, =-15MPa

(b) Suurin leikkausjannitys ja sité vastaava normaalijannitys:
o, -0, —5-(-15)

T = = =5MPa.
2 2
LT o TR ) N V.
2 2 —
(c) Pienimman paajannityksen suuntakulma:
o,—0, -15-(-10) o
0, =arctan =arctan —————==-45
Ty 5
Vaihtoehtoinen ratkaisu I1:
| -0, =10
I
B:(-10,-5)

/\26’2 270°
O (o2
o, =15 J o, =-5

-5

A:(-10,5)

Mohrin ympyrésté ndhdaan:
o, =—5MPa, o, =-15MPa
Liséksi: o, = o, =-10MPa
Mohrin ympyrésta ndhdaan:
6, =135°

Tmax = 2MPa, o, = -10MPa
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Tehtava 2.9:

Madritda kuvan tasojannitystilalle padjannitykset, suurimman péajannityksen
suuntakulma, suurin leikkausjénnitys ja sitd vastaava normaalijannitys seké
jannityskomponentit o,, o, ja r;, koordinaatistossa, joka on kiertynyt vastapaivaan
kulman € =35°, kayttden (a) tasojannitystilan Mohrin ympyrad seka (b) kayttéen
analyyttisid kaavoja. Yksikot ovat MPa.

y
T1|\/|Pa
\
5MPa
X
4MPa
—

Ratkaisu:

Kuvan perusteella: o, =5MPa, o, = -1MPa, 7, = -4MPa.
Koska on tasojannitystila: o, =0.

(@)

o,~-3,0

B: (-1,4)

Kuvasta saadaan tulokset: T
o, = 1,0MPa, o, ~ -3,0MPa

6, ~-53/2=-26,5°
T..x *9MPa, o, = 2MPa
Koska o, =0,=0, 0, =7,0MPa, o, =0, o, =-3,0MPa.
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P:(-0.7, —4.2)

B:(-1,4) Q:(4.7,4.2)

T

Kuvasta saadaan tulokset:
o, =0, ~—0,7MPa, 7, =17, x—4,2MPa, o} = o, ~ 4,7MPa

(b)
1 1 1 1
0= (0, +O'y)i5\/(ax—0'y)2+4rfy =§(5—1)i?/(5+1)2+4-42 =245

= o0,=1,0,=-3, 0,=0,=0
= o, =/MPa, o, :2’ o, ==3MPa;

7o =% "=(3) _snpa, . = - 2‘ - 2MPa

2 2
[o'1=[LI[o]IL] <

O, Ty| | cos@ sind| o, 7, |[cosd -sind
7, oy| |-sin@ cos@| 7, o,|sind cosd

_{ 0,819 0,574}{ 5 —4}{0,819 -0, 574} _[ 0,819 0,574}{1, 799 —6,146}

0,574 0819||-4 -1|l0,574 0,819 | |-0,574 0,819 3,85 1477
0,74 4,19

{—4,19 4,74}

Siis: 0! =-0,74MPa, &, =4,74MPa, 7/, =—4,19MPa

Vahén helpommin viimeinen tulos saadaan kayttden kaavakokoelman kaavoja.

o, +0 o, — O —
ol = X2 L+ X2 y00520+rxysin29=% %00370°—4sin70°:0,73MPa,

, 0,+0, O, 5-1 5+1

oy, = - ;Gy cos20 -z, sin 29:7—700570°+4sin 70°=4,74MPa,

2

, o,—0, . S+1 . _ o
Ty =— > sm20+rxycosz'9=—75|n70 —4.c0s70°=-4,19MPa
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Tehtava 2.10:

Kéyttden tasojannitystilan Mohrin ympyrdd méérita (a) padjannitykset (b) ja
suurimman péajannityksen suuntakulma, (c) suurin leikkausjannitys ja sit4 vastaava
normaalijannitys sekd (d) normaali- ja leikkausjannitys pinnalla, jonka normaali
muodostaa kulman € =30° x-akselin suhteen, seuraavalle tasojénnitystilalle:
o,=-20, 0,=25 7, =10. Yksikot ovat kPa.

Ratkaisu:

o,~-22.1 o) o,=2711

A(~20,10)

P:(o,.7,)=(-0.9,24.4)

T
Kuvan perusteella saadaan:

o, = 21,1kPa, o, = —22,1kPa, 6, ~157,9°/2=79,0°, 7, = 24,6kPa, o, ~ 2,5kPa

o, ~—-0,9kPa, 7, ~ 24,4kPa.

Koska o, =0, =0, o, on suurin jac, on pienin pagjannitys. Ndin 7., on suurin
leikkausjannitys kaikilla pinnoilla.

Rak-54.1200 Rakenteiden lujuusoppi, osan | esimerkkikokoelma 21



Tehtava 2.11:

Tarkastellaan poikkileikkaukseltaan muuttumatonta, suoraa sauvaa, johon on liitetty
karteesinen x,y,z—koordinaatisto siten, ett4d x-akseli yhtyy sauvan akseliin

(poikkileikkausten pintakeskididen ura). Jos sauvan poikkileikkauksen mitat ovat
sauvan pituuteen ndhden pienet, ja jos sauvan sivupinnoille ei kohdistu kuormitusta,
voidaan jannityskomponenttien o,, o, ja r, otaksua haviavan. Johda sauvan

padjannityksille,  suurimmalle  leikkausjannitykselle  ja  sitd  vastaavalle
leikkausjannitykselle tarkasteltavassa pisteessa seuraavat kaavat

Gl}z%(ax +.Jol +41%), 0,=0, 1., =%«/0‘X2 +47°, 0, =0,.
0,

mIissé 7z =, /z-fy +72, resultoiva leikkausjannitys sauvan poikkileikkauspinnalla.

Ratkaisu:

Perustellaan aluksi miksi voidaan tehda otaksuma o, = o, =7, =0. Ensimmaiseksi
otaksutaan, etta leikkausjannitys z,, haviaa. (Tama perustuu olettamukseen, etta
sauvan deformoituessa sen poikkileikkauksen muoto ei muutu. Tall6in liukuma y,,
havidaa ja leikkauksen Hooken lain perusteella 7, =Gy, =0.) Koska sauvan

sivupinnat oletetetaan kuormittamattomiksi, traktiovektorille néilld pinnoilla patee
t™ = 0. Koska sauvan sivupinnat ovat x-akselia suuntaisia, patee niiden yksikkonor-
maalin n x-komponentille n_=0. Ehdosta t™ =0 seuraa nyt

L
t=no,+nz, +nz7,=0

0 o nz, +n,7, = 0,

= ——
t,=nrz,+no,+n,7,=0r=40, =0,

2 2 o, =0.
t,=nr,+n,7,+n0,=0

Nain paadyimme sauvan sivupinnalla tulokseen o, =o,=17,=0. Yhtdloryhman
ensimmainen yhtald ilmaisee reunaehdon, jonka leikkausjannitysten 7, ja z,, tulee
toteuttaan sauvan sivupinnalla. Koska sauvan sivupinnoilla siis on voimassa

o,=0,=1,=0 ja sauva on hoikka, voidaan my6s sauvan sisapisteissa likimain

otaksua, ettd o, ~ o, ~7,, 0.

Ratkaistaan varsinainen tehtava:

Nyt jannitysmatriisi on

Oy z-xy Ty,
[c]l=|7, O 0|,
T 0 O

Xz

joten saadaan
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l,=0,+0+0=0,,

o, Ty [0 O |0 <z, ,
I, = + + =Ty — Ty
7y 0] 10 O |z, O
(o} T T
oY 0 0 r, O 7, O
— _ _ y Xy _ O
|3_ Txy _Gx 0 0 z-><y 0+T><z 0 -
TXZ TXZ
TXZ

ja
3 2 _ 3 2 2 2 _
o’ -lo'+l,o0-1,=0 = 0°~0,0" (7, +7,)0=0
2 2 2 _ 2 2 2 _ —
= (0°~0,0-1,-7,)0=0 = 0°~0,0-1,-7,=0, 0=0

2

o o 1
= 0,=2+ 2+72+7), 0,=0= 0,,==(0, /o> +47%), 0,=0,
c2 4 " c2

missé 7 = \|z;, + 7%, . Koska on voimassa /oy +47” > o, , saadaanpaédjannityksille

QT :%(Ux +yoy +47%), 0, =0, =0, 0, =0, :%(O-x —o, +47°)
sek& suurimmalle leikkausjénnitykselle

Tonex :%:%[%(JX +4o? +472)—%(0'X — ol +47%)]
=%w/af +47%,

Oheinen kuva havainnollistaa poikkipinnan resultoivan leikkausjannityksen =
merkitysta
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Tehtava 2.12:

Ympyrasylinterin muotoista sauvaa vedetddn, taivutetaan ja véaénnet&an siten, ettd
jannitykset tarkasteltavassa pisteessa P sylinterin pinnalla ovat

o, =0 0p=0 0,=1IMPa, 7,y =0, 75 =2MPa, 7, =0.

Mitka ovat paajannitykset ja suurin leikkausjannitys tassa pisteessa.

Ratkaisu:

Tehtdvassda on annettu tarkasteltavan pisteen jannityskomponentit sylinterikoor-
dinaatistossa. Padjannitysten méaérittdminen t&ssa tapauksessa tapahtuu aivan samaan

tapaan kuin karteesisessa koordinatistossa. Erona on vain se, ettd jannitystensorin ja
yksikkonormaalin komponentit on ilmaistu sylinterikoordinaatistossa, ts.

O-r Tr& Tzr nr
[el=|7y o, 75| {N}=1n,
Tzr THZ Gz nz

Ominaisarvotehtava pagjannitysten méaarittdmiseksi on siis
det([c]-o[I])=0 < &*~l,6°+1,0-1,=0,

missé nyt on
Gr z-rH Z-zr
O-r Tra O-H Tﬂz O-z zr
l,=0,+0,+0,, I,= v y=lr, o, oy,
Tre O-H T&z O-z Tzr Gr
zr T&z Uz
Saadaan
I,=0+0+1=1MPa,
0O O 0 2012 0
I, = + + =0-4+0=-4MPa,
0 O (2 1 |0 O
0 0O
I,=[0 0 2[=0,
0 21

joten yhtaloksi tulee
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c’-lo*+,o0-1,=0 = 6°~0-406=0 = (6°-0-4)oc=0

= oy, =%i,&+4:%(1i\/]7), o,=0

= 0'1=%(1+\/ﬁ), az=%(1—\/ﬁ), o, =0.

Padjannitykset suuruusjarjestyksessa:
o, =%(1+ J17)~2,562MPa, o, =0, o, =%(1—J1_7) ~-1,562MPa.

Suurin leikkausjannitys ja sitd vastaava normaalijannitys:

. :% :%[%(u \/ﬁ)—%(l—\/l_ﬂ] =g ~ 2,062MPa,

o, :%:%%m \/1_7)+%(1—\/1_7)] :%z 0,5MPa.

Koska tarkasteltavan pisteen P nollasta eroavat jannityskomponentit o, ja 7,

vaikuttavat samassa, ko. pisteen kautta kulkevan @-viivan ja z-viivan
maarittelemassé tasossa, ja koska o, =0, on Kkysymyksessd tasojannitystila.

Voimme ratkaista tehtdvdn myoOs kéyttden tasojénnitystilan kaavoja tai Mohrin
ympyréd. Ajatellaan vaikkapa Kkarteesinen X, y,z—koordinaatisto asetetuksi

tarkasteltavaan pisteeseen siten, ettd x-akseli sivuaa @-viivaa, y-akseli sivuaa z-
viivaa ja z—akseli sivuaa r —viivaa. Talléin on
o,=0,=0, 7,, =7, =2MPa, o, =0,=1MPa, 0, =0, =0.
Nyt saadaan kaavasta (4-2.12)
ol 1 1 5 1 1 5 1
}zz(ax JrO'y)J_rE\/(O'X —-o,) +4z, :E(0+1)i§w/(0—1) +4-4 :E(li\/ﬁ)

0,
1 1
= 0-125(1+\/:ﬁ), 02:5(1—5), o,=0,=0.

Mohrin ympyraa kayttden saadaan vastaavasti

o, ~0,5MPa
<

B:(1,-2)

o, ~—1,6MPa o o, = 2,6MPa
o

A:(O, 2) Thax = 2,1MPa
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Tehtava 2.13:

Jannityskomponentit pitkdsséd ympyrésylinterin muotoisessa kappaleessa, jonka sade

on a ja x — akseli yhtyy sylinterin akseliin, ovat
Ty = -GOz, r,, =GOy,

o,=o,=0,=1,=0.

missd G on leikkausmoduuli ja € on véantymd, jotka ovat vakioita. (a) Osoita, ett4
jannityskomponentit toteuttavat tasapainoyhtalét, kun tilavuusvoimia ei ole. (b)
Osoita myos, ettd sylinterin reunapinta on jannitykseton (eli traktiovektori sylinterin

reunapinnalla haviaa).

Ratkaisu:

(@) Kun tilavuusvoimaa fei ole, eli f =f =f, =0, jannityskomponenttien tasa-

painoyhtalot ovat

do, +62'Xy +87zx -0, 07y +a(7y +6Tyz -0, 07, _l_aTyZ +ao-z -0.
ox oy oz oXx oy oz ox oy oz
Osoitetaan, ett4 ne toteutuvat:

LI L L

0

60X+ Ty +5sz =G9(—@+Q)=O, OK

OX oy 0z oy oz

-Goz 0 0

o7, oo, ot oz

2L+ L =-GH—=0, OK

OX oy 0z OX

GOy 0 0

Oy 2 9% =Gt9g:0, OK

OX oy 0z OX

(b) Sylinteripinnan yksikkénormaalivektorin n komponentit:
Kuvion perusteella:

n =0 Z
n

_vzljnyzl

1 a a

n, z Z

_=_:>nZ=_

1 a a

Traktiovektori sylinteripinnalla:

" =lcl{n} =

t oy 1, T |[N 0 -GOz Goy|[ 0 oo |V
m | _ _ _

tVe=|r, o, 7,30, =|-Goz 0 0 |Jy/a = 0
t |, 7, o, |ln Goy 0 0 ||z/a 0

—

t" =0
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Tehtava 2.14:

Kappaleen jannitystila karteesisessa X, y, z—koordinaatistossa on esitetty matriisina

3xy 5y 0
[c]=|5y* 0 2z|.
0 2z O

Millaisen tilavuusvoiman f(x, y, z) tulisi vaikuttaa, ettd tasapaino vallitsisi kaikissa
kappaleen pisteissa.

Ratkaisu:
Jannityskomponentit:

o, =3xy 7,, =1, =5Y*, 7,, =7, =2z, muut=0
Tasapainoyhtaldisté seuraa:

oo, 0t Ot B oo, Ot o0r, .
=+ +—2+f=0 = f=—7"- ——, jne.

ox oy oz oXx oy oz
Saadaan:

0
f,=-0% 9% O%w_ 3y 10y 0=_13y

ox oy to/4 E—

; :_6rxy_80'y_8ryzz_0_0_2:__2
Y ox oy oz

0
f _ 01y Tyz_aO-ZZ_O_O_OZQ

’ ox oy oz
Tilavuusvoimavektori:
f="fe="fi+ fyj+ f,k =-13yi+2j
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Tehtava 2.15:

(a) Tarkastellaan ohutta levyd, jossa vallitsee tasojannitystila. Jos sylinterikoordi-
naatisto asetetaan siten, ettd sen z-akseli on kohtisuorassa levyn tasoa vastaan,
voidaan levya tarkastella napakoordinaatistossa r,&. Talloin ainoat nollasta eroavat

jannityskomponentit tulevat olemaan o,, o, ja 7,,(=7,) ja ne voidaan otaksua

pelkadstadn r:n ja @:n funktioiksi.  Muodosta levyn jannityskomponenttien
tasapainoyhtélét napakoordinaatistossa ldhtien yleisistd sylinterikoordinaatiston
yhtéloista.

(b) Tarkastellaan kolmidimensioista kappaletta, jonka on py6rahdyssymmetrinen.
Talloin kappaleeseen voidaan asettaa sylinterikoordinaatisto siten, ettd tdssa
koordinaatistossa kappaleen geometria ja materiaaliominaisuudet eivat riipu
koodinaatista &. Jos myds kappaletta rasittava kuormitus on pydrahdyssymmetrinen
(ts. riippumaton koordinaatista ), tulevat sen nollasta eroavat jannityskomponentit
olemaan o,, o,, o, ja 7,=(r,) ja ne ovat pelkastdan r:n ja z:n funktiota.

Muodosta kappaleen jannityskomponenttien tasapainoyhtélot tassa r,z-koordi-
naatistossa lahtien yleisista sylinterikoordinaatiston yhtéloista.

Ratkaisu:

(a) Saadaan

2
do, +18%r +81U Jrl(ar -o,)+ f, =0,
oo rog oz r

2

0ty , 199, + 0Ty +Err9 +f,=0,
or rof oz r

0 0 0
07, 107, 8o, 1%
Yo %% 99, +=7,+f,=0.
or r o8 oz r
Tasojannitystilassa tilavuusvoima f on levyn keskitason suuntainen, joten f, =0.

Nain viimeisesta yhtalosté seuraa 0 =0 ja tulos on

}o

0o, +Ear—“9+1(0'r -o,)+ f. =0,
or rof r
%+laﬂ+grm+f9:0.

oo r ol r
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(b) Saadaan
0

oc. 107, or. 1

Ie =% T"+—(0'r—0'9)+fr20,
or r 060 oz r

2 2 X
oty 100, N 071, N
or r o6 oz r

r—SL\
10 1
0ty | 107, + 90, =z,+f,=0.
or rofd oL r
Pyodréhdyssymmetrisen kuormituksen tapauksessa tilavuusvoimalla ei voi olla
6 —viivan suuntaista komponenttia, eli f, =0. Ndin keskimmaisesta yhtalosta seuraa

0=0 ja muut saavat muodon

0 2
—-7,+f,=0,

aO_r +%+£(Gr _69)+ fr :0’
or oz r
%+%+lrn+f1=0.

or oz r

Kertomalla yhtalot puolittain r:11a ja soveltamalla viel& tulon derivointia takaperin
saadaan muoto

olre,) + ore,) +o,+rf, =0,
or 0z

o(rz,,) N o(ro,) orf, =0,
or 0z
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Tehtava 2.16:

Q
EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE
T
8
€
8
2
EEREE NN RN RN RN RN RN
q

Jh
|2a| 0

SQ
A[r
U

(o}

Tarkastellaan levyd, jossa on ympyran muotoinen reikd ja johon vaikuttaa tasan
jakautunut, vetavd kuorma o, = vakio levyn pdissd. Tiedetéan ettd, jos levy on tehty

lineaarisesti kimmoisesta aineesta, ja sen sade a on pieni levyn sivumittoihin néhden,
kayttokelpoinen ratkaisu levyn jannityksille on

2 2
o, = 0—700(1_""_2)[14r (1—3a—2) c0s 26,
r r

o aZ 4

o, Z?[1+7_(1+ 3?—4)0052«9],

a2

o a’ .
=——2(1-2)1+3=)sin26.
Tro 2 ( rz)( r2)

Ratkaisu perustuu olettamukseen, etta levyn reunat ovat &arettoman etadlla reidsta.
Osoita, etta

(a) ratkaisu toteuttaa jannityskomponenttien tasapainoyhtalot

(b) reian reuna on jannitykseton: o, =0 ja r,, =0

(c) aarettoman etaalla reiasta vallitsee jannitystila: o, = o

0!

o,=0jar, =0
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Ratkaisu:

(a)
Jannityskomponenttien tasapainoyhtélot sylinterikoordinaatistossa, tasojénnitystilassa
(o,=1, =1,=0), kun tilavuusvoimia ei ole (f = f,=f, =0) muokkautuvat

seuraavasti:
0

oo, 10z, or, 1 !
~—

O 2% | Olu +=(o, —0,)+ f, =0,

or r 06 oz r

o B ai .

——

Tro +l %o 4 O +grr9 +f, =0,

o r 06 oz r

2 -~ 2 o o

or, 10r, 0o, 1— 7

+= + +=7,+f, =0,

or r 06 o r
joten kaksi ensimmaista saavat muodon
do, 1 0Ty

— -0,)=0,

o 't o0 r( 2
&_m+£a&+grr9 — 0

o rof r
ja kolmas toteutuu identtisesti.

Derivoidaan:

2 2 2 2 2 2

09 _ %58 114 1-3% yoos20]+ (1- 2 )62 cos20)= 0, &1+ (4-62 )cos20]
or 2 r r r r r
00 _ %y 3a—4)(—25in 20)=0c, (1+ 3a—4)sin 20

00 2 ré T ré
or, o, ., a a’, . a’ a’ a’ a’, .
8_r9 = —7[2—3(14- 3—2)S|n 20 + (1——2) . (—6)—3$|n 29] =0, —(2 - 6r—2)3|n 20
%ﬁ:—% (1——)(1+ 3—)2c0329——a (1——)(1+3 )cosZH
Muokataan normaall jannitysten erotusta:

2 2 2 4 2
a

o, . a a a a a’
O'r —O'g 27[1—r—2+(1—3r—2—r—2+3r—4)C0326—1—r—2+(1+3r—4)C059]

2 2 4
—o, -2 +1-22 432 )cos20]
r r r

Muokataan 1. jannityskomponenttien tasapainoyhtélon vasenta puolta:

oo, 107, 1 a’ a’
ry =0 L (g — =0, —[1+(4-6—-)cos2¢
o r o0 r(ar %)= c. r3[ ( rz) :

GOO

2 2 4

2 2
(1—a—2)(1+3a—2)cosze+&[—a—2+(1—za—z+3a—4)008249]
r r r

2 2 4 2 4 2 4
_ %2 __+(4a__e_—1 22 138 11-28 138 )c0s20]
r r r r r r r

=0, OK.

1. jannityskomponenttien tasapainoyhtal® toteutui.
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Muokataan 2. jannityskomponenttien tasapainoyhtélon vasenta puolta:
0T, 1 80'9 2

Tré‘
ar rae r
a?, . o a‘. . 2 O a’ a?, .
:aw—3(2—6—2)sm2o9+—°°(1+3—4)sm26'+—(——°°)(1——2)(1+3—2)sm26?
r r r r r 2 r r

2 4 4 2 4
=222 _62 11432 122 3% ysinoe
rr r r r r
=0, OK.
2. jannityskomponenttien tasapainoyhtéld toteutui.

(b)

Reién reunalla saadaan:

a,(a,e):&(1—1)[1+(1—3-1)cosze]=o, OK.

7,,(a,6) ———(1 D@2+3-1)sin20 = 0 OK.
(©)
Adrettoman etdalld reidsta r — oo jannityskomponenteille o, , o, ja z,, saadaan
JL 5
2
o (0,0) == (1——)[1+(1 32 )cos20] = 2= 7 L+ c0s26) = o, cos’ 0,
r
JL JL
2
&, (20,0) _%[ 2 _a- 3a—)00520] L) Z(L-c0s20) =, sin’
r r
0 0
— r—'_\
a’ a’
7,,(0,0) = (1_r_)(1+ 3r—)sm 20 = —TSII’] 20 = -0, sin@cosé.

~ %= sin2g = -0, sindcosd

Johdetaan jannityskomponenttien o, , o, ja z,, sekd o,, o, ja 7,, valiset kaavat:

[O.]:[L]T[O_,][L]:|:C959 —sinHM:: :9}[00_50 sine}

singd cosd —-sin@ cosé@
cos@d -siné || o, cosd—r,sing o,sind+r,,cos0
_Line cosa}[rrecose—agsine rrgsin¢9+agcos¢9}
| o,c08*0-2z,sin0cosf+o,sin*0 (o, —o,)sindcosd +1,,(cos’ & —sin’ 6)
- {(ar —o,)sindcosd+1,,(cos’ @—sin’ @) o, sin*G+r,,sindcosé + o, cos’ &
o, =0, C0s’ 0 —2r,,sin9cosf + o, sin” O

1 cos 260 sin 260
f—/%

f—/% —_— /_}%
= 2220 (cos? 0-+sin’ 6) + T2 (cos? 0 —sin’ 6) - ,, 2sin O cos

o +0 O, —0, .
= r2 £+ ’2 £.c0s20 -, sin 20
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o, =0,sin*0+1,sinfcosd + o, cos’ 6

1 —c0s 26 sin 20
0, +0, T o o O,—0, e
== ‘9(smz9+c0529)+FTQ(SIHZ6’—COSZ9)+TW25'n90059

o, +to, O
2

7, = (0, —0,)sinfcosO +7,,(cos’ 6 —sin® 0)

r ; %0 cos260 +1,, sin 20

O —0, .
=—"—%sin20+1,,c0S20

Jannityskomponenteille o, o, ja r,, kaukana r — oo reidsta saadaan
o, (,0) = o, (,0) cos’ 6 + ,(x,0)sin*  — 2z,, (0, ) sin O cos &
=0, c0s' +0,sin* @+ 20, sin” @cos’ 6 = o, (cos® @ +sin’ 6)°

:Goo'

o,(,0) = o, (x,0)sin* 6 + o, (0, 0) cos* § + 2, («0,0) sin I cos &
=0, cos’ @sin® @ + o, sin” fcos”* @ — 2o, sin* @cos’ O
=0.
7, (0,0) = [_ar (00,8) — o, (0,0)]sin O cos & + z,, (0, &) (cos® & —sin® F)
= (o, cos* @ — o, sin” @)sinfcos @ — o, sin @sin H(cos” O —sin® &)
=0.

Voidaan paatella, ettd mit& pienempi reika levyssa on, sitd paremmin annettu ratkaisu
on voimassa.
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Tehtava 2.17:

Tarkastellaan edellisen tehtavan levyd, jossa on ympyrdnmuotoinen reiké.
(a) Madrita sen pisteen asema, jossa normaalijannitys o, saa suurimman arvonsa.

(b) Maarita koko levyn suurin leikkausjannitys z,, .

(c) Maérita koko levyn suurin pagjannitys o, -

(d) Maarita koko levyn suurin leikkausjannitys z,.., .

(e) Piirra normaalijannityksen o, jakaumat x — ja y — akseleilla.

Huomautus: Havaitaan, ettd maksimijannitys kasvaa reik&& lahestyttdessa. Taté
ilmiota kutsutaan jannitysten keskittymiseksi.

Ratkaisu:

(a)
Lauseke cos26 saa pienimmén arvonsa -1, kun 8 =+x/2, eli y-akselilla. Talloin

-1
a2 4 X~ 2

7. O a o a a’
r+=)=—2M+——-(1+3=-)cosz]=—2(2+—+3=).
o, ( 2) > [ 2 ( r4) 7] > ( 7 r4)

Suurin arvo saavutetaan, kun r on mahdollisimman pieni eli r=a ja se on

O g,max :Ga(a’i%) :%(24‘14‘31) =30,.

Normaalijannitys o, saa siis suurimman arvonsa 3o, reidn reunan ylimméssa ja
alimmassa pisteessé.

(b)

Lauseke sin 26 saa  itseisarvoltaan  suurimman  arvonsa +1, kun
O =+rl4tai £3x/4, eli origon kautta kulkevilla suorilla, jotka muodostavat 45°
kulman vaakatason kanssa. Talldin

o, , a a’
T = i7(1— r—z)(l'l‘ 3]’_2)

ja, kun r >a oikean puoleinen lauseke ilman etumerkkejd on aina positiivinen. Nain
voidaan Kirjoittaa

o a’ a’, o a® _a*
T =—=01-—)1+3—)=—=(@1+2—-3—).
| r€| 2 ( rz)( rz) 2 ( r2 r4)
Saadaan
a 2 4
M=&(—4a—3+12a—5)=0 = r’=3 = r=aJ3.

or 2 r r
ja
o 1 1. 2

=—2(1+2-=2-3-)=—-0._.
|Tr9|ma>< 2 ( 3 9) 30-00
(c)

Kun 8=%7/2, sin20=0 ja r,, =0. Taten y-akselilla o, ja o, ovat paajannityksia.
Normaalijannitykselle o, y-akselilla saadaan

Rak-54.1200 Rakenteiden lujuusoppi, osan | esimerkkikokoelma 34



. O a’ al.—— 30 a a’
R+ =% -8+ a-32 )eos =222 -2
o ( 2) ) ( r2)[ ( r2) 7] 5 r2( I,2)

Tama on positiivinen. Se saa suurimman arvonsa, kun r=a+2 (tami voidaan
helposti osoittaa maarittdméalla &ariarvo, kuten edelld) ja tdmd arvo on

3
o, (a\/i,i%) = 2%

Nain edelld saatu suurin o, :arvo on my0s suurin paajannitys y-akselilla, ts.

(< O ymax = 30,).

O-max = O-G,max = 30—@0'

Tama on myds suurin padjannitys koko levyssd, vaikkakaan asiaa ei téssd tdman
tarkemmin todistella.

(d)

Koska o, =30, on y-akselilla kohdassa r=a mahdollisimman suuri ja
o, =0, =0 taas ko. kohdassa mahdollisimman pieni, ndhdaan, etta
Omax ~Omin _ 30, —0 3

Tmax = Os

2 2 2
on suurin leikkausjannitys koko levyssé.
(e)

Havaitaan, etta

2 2
x —akselilla: o, = o (r,0) = %(1—""—2)(2—3""—2)
r r

2 4

y —akselilla: o, = ag(r,z) = &(2 +a_2+ 3a_4)
2 2 r r y
Gw

Kuvaajat: — —
] —»
] —»
] —»
] —»
] —>|
] Bl —>|
] —>|
] — —>1
Dl —
<o, 30, o, |-
[— L &

Gco | W\ | - 0
] \ 36 —|
<] —|
] — —|
] —|
] —|
] ] —
< —|
] —>1
] —>
< —
= —>
o)

w
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Tehtava 2.18:

Lentokoneiden sivuikkunat aiheuttavat jannityskeskittymid. Kuvittele, ettd joudut
suunnittelemaan ikkunat, joista matkustajat voivat katsella ulos koneesta.
Auttaaksemme sinua tehtévéssési tarkastelemme idealisoitua probleemaa, jossa
vetojannityksen o, rasittamassa dérettomassa alumiinilevyssé on ellipsin muotoinen

reikd, jonka pienempi péaakseli on vetojannityksen suuntainen. Télle probleemalle on
I0ydetty analyyttinen ratkaisu, jonka mukaan vetojannitys levyssé reidn suuremman
padakselin pdiden kohdalla on

O = 0. A+2))

missé 2a ja 2b ovat suuremman ja pienemman padakselin pituudet. Mita opit tasté
tuloksesta?

Sarda lentokoneen sivussa voidaan kuvata pitkdnomaisena elliptisend reikana. Miksi
on vaarallista, jos séré on kohtisuorassa vetojannityksen suuntaa vastaan? Selitd, mita
etua voidaan saavuttaa poraamalla reidt s&ron paihin? Auttavatko reidt pysayttdmaan
saron leviamisen?

() I

- ie 2-b

EEERRRRER
Q
Q
EEEEEEEEE
o—=O
EEERRRER
Q

Q
EEEEEEEEEE,

Ratkaisu:

Saro voidaan ajatella ellipsin muotoiseksi reidksi, jonka pienemmaéan padakselin pituus
2b lahestyy nollaa., ts. b — 0. Tall6in sardn karjen kohdalla oleva vetojannitys o,
l&hestyy annetun kaavan mukaan ddretontd. Té&sta syystd on ilmeistd, ettd séro etenee
ja koko levy repedd. Edellisen tehtdvan tuloksen perusteella suurin jannitys vedetyssa
levyssd, jossa on pieni ympyran muotoinen reiké, on o, = 3o, . Tamé on &arellinen,
vaikkakin jannitysten keskittymistd tapahtuu. Jos sdrdn péihin porataan reiét, jadvat
jannityskeskittyman suurimmat jannitykset &érelliseksi. Suurin jannitys on ylemmaén
reiédn reunan ylimmaéssa ja alemman reidn reunan alimmassa pisteessé (kuva). Niiden
suuruus on luonnollisesti arvoa 3o, suurempi ja voidaan madrittdd numeerisesti

kayttaden esimerkiksi elementtimenetelmaa (finite element method, FEM).

Rak-54.1200 Rakenteiden lujuusoppi, osan | esimerkkikokoelma 36



3. Muodonmuutostila
Tehtava 3.1:

Sauvan pituus alkutilassa on 1m ja lopputilassa (@) 2m ja (b) 1,01lm. M&érita
insinddrivenyma ja Lagrangen venyma.

Ratkaisu:
L'-L 2-1 L' 22-1
a) & :—:—:1, E, :—:—:1,5
() ins L 1 = Lag 2L2 212 —_
r_ _ r_12 2
O e S 1 R Sl L s ST ST
L 1 = 2L 2-1 —
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Tehtava 3.2:

Teréksinen putki, jonka pituus on 60cm, halkaisija 6¢cm, ja seindmén paksuus 0,12cm
deformoituu siten, ettd se venyy 0,01cm akselin suunnassa, sen halkaisija kasvaa
0,001cm ja se vaantyy siten, ettd sen pdaiden valiseksi vaantokulmaeroksi tulee 1°.
Maaritd muodonmuutoskomponentit putkessa.

Ratkaisu:

Kéytetdédn sylinterikoordinaatistoa, jonka z-akseli yhtyy putken akseliin. Putken sade
ja seindmén paksuus ovat R=3cm ja h=0,12cm. Seindmén paksuuden suhde

sateeseen: h/R=0,04 on niin pieni, ettd tarkasteltavat suureet voidaan otaksua
putken paksuussuunnassa vakioiksi, ts. ne eivét riipu koordinaatista r .

Putken pituuden muutoksesta AL =0,01cm aiheutuva venymé on (infinitesimaalisten
muodonmuutosten tapauksessa) sauvan suhteellinen pituuden muutos. Sille saadaan

_ AL _0,0lcm

g, =1,667-10"
L 60cm

Putken halkaisijan kasvaessa 0,001cm sen sdde kasvaa AR =0,0005cm. Ympyrén
kaaren alkuperainen ja uusi pituus ovat 2zR ja 27(R+AR) Vastaava venyma &, on
suhteellinen kaaren pituuden muutos, jolle saadaan

. _27(R+AR)-27R _ AR _0,0005¢cm
¢ 27R R 3cm

=1,667-10"

Putken paiden vélista vaantokulmaeroa Ag =1° = 7/180rad vastaava liukuma y,, on

se pieni kulma, joka verran putken keskipintaan alkutilassa piirretyn suorakaiteen
suorat kulmat muuttuvat deformaatiossa. Sille saadaan oheisen kuvion perusteella
. RAp _ 3cm-7/180 872710

L 60cm

Nain putken nollasta eroaviksi muodonmuutoskomponenteiksi saatiin

£,=1,667-10", ¢,=1,667-10", »,, =8,727-10*
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Tehtava 3.3:

Kappaleen siirtymékenttd on annettu lausekkeilla u =kxy, v=kxy ja w=2k(x+Yy)z,
misséd vakio k(>0) on niin pieni, ettd infinitesimaalisten venymien teoria on

voimassa. (a) Maééritd infinitesimaaliset muodonmuutoskomponentit funktioina
koordinaateista X,y jaz ja muodosta muodonmuutosmatriisi. (b) Madritd pisteesséa

(1,1,0) pavenymdt, suurimman padvenymadn suuntainen yksikkdvektori ja suurin
liukuma.
Ratkaisu:

(a) Muodonmuutoskomponentit:

gxza—uzky, gyzgzkx, 52:@=2k(x+y),
OX oy to/4
7y =a—u+@:k(x+y), y2=@+@=2kz. yZX=%+a—u=2kz
Yooy ox ¥ oz oy X oz
Muodpnmuutosmatrii_si:
Ty Tu| | k ]
s 5 5 ky > (x+y) kz
7xy 7/yz k
=|— — |=| =(x+ kx kz
] > &5 2( y)
Vo Vu kz kz 2k(x+Y)
—_— &
2 2 1L |
(b) P&&venymat pisteessa (1,1,0):
'k k 0
[e]=|k k O
10 0 4k
k—¢ Kk 0

det| k k-¢ 0
0 0 4dk-¢
= (dk-¢g)e(e-2k)=0 = ¢ =4k, &, =0, g,=2k
= g =4k, ¢, =2k, ¢, =0
Suurimman paavenyman &, =4k suuntainen yksikkovektori:

=0 = (k-e)’(4k —&)—k*(4k —£) =0
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n, 0 k —4k k 0 n,
7; £ - % nt=lol = | k k-4 0 [n
y n, 0 0 0 4k -4k || n,
7zx yz gz_gl
-3k k 0ffn 0
' % 0 g 0 -3n,+n,=0 n, =0
= - YT n.—3n,=0 = n, =0
o 0 ofln| |0
n;+n;+n;=1= 2n=1 = n,=1 = n,=0,n,=0,n,=1
= n=k

Suurin liukuma:
Vmax = €1 ~ € =4k_0=4=k
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Tehtava 3.4:

Maaritd infinitesimaaliset muodonmuutoskomponenit ja

siirtymékentélle
u=(x-2)%+(y—-2)>"j—xyk
pisteessa P: (0,2,-1).

Ratkaisu:
Siirtymakomponentit:

u=(x-2)>% v=(y—-2)°>, w=—xy
Osittaisderivaatat:

- 2(x—12), M 0, a—u=—2(x—z),
OX oy to/4
ov ov ov
=0, S =2(y-2), — =-2y-2),
OX oy 0z
ow ow ow
—=-y, —=-X, —=0.
OX oy 0z
Jalkimmadisten arvot pisteessé P: (0,2,-1):
u_, g,
OX oy 0z
N g N N
OX oy 0z
w_ oW _ooow o
OX oy oz
Infinitesimaaliset venymat ja liukumat:
&, :a—u:_, Yy :6_u+@:0+020’
oX = oy OX =
gy:gzﬁ, }/yzzﬂ—{—@:—G 0: s
oy = 0z =
22@207 }/ZX:@J’_a_UZ_Z_ :—4
oz = oX oz =
Muodonmuutosmatriisi:
, 7_; 7;
2 0 -2
}/xy }/yz
= =0 6 -3
[e]=|= & =
-2 -3 0
}/ZX ﬂ/yZ (C;Z _—
- 2 2 -

muodon-muutosmatriisi
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Tehtava 3.5:

Padvenymien méarittdminen tasotapauksessa voidaan ilmaista ominaisarvotehtédvana

([e]- &1 DA} ={0},

missa
7/xy
Ry no[1 o (0] [coso
[e1= Yy ' []{0 1] {n}= n, _{sine}
— ¢
2 y

ja n?+ nj =1. Johda tdman tiedon perusteella padavenymille ja paasuunnille seuraavat
kaavat

gl 1 1 2 &—8& .
}=E(€x+5y)i§«/(5x—€y)2+7xy , 6 =arctan R (i=12).

‘92 Xy
Ratkaisu:
Paavenymat:
& —& %y /2
=0 = (5,-¢)(g,—6)-=L=0
Yy 4
&, — &

2
v
= &' —(g,+¢,)E+£,8, —%:0

2 2
g, +€&E g, +&E
= &, = X2 yi\/( < 2 y) -, y+y7ty=%(5x+5y)i%\/¢€x2+8y2+25x£y—4gxgy+7/fy
1 1 1 1
:E(Sx +gy)i5\/gxz +& 268, +7;, 25(8x+gy)i5‘,(gx_gy)2 + 75 -
Paasuunnat:
g —s v
x o 2 cosd, 0] ..
. =1, (1=12)
Yy sin g, 0
—_— E,— &
2 o
Ylemmasta yhtélosta saadaan
(¢, —&)cos6 +ﬁsin6'i =0 = tand _hT5
2 Vo !2
= 6, =arctan S —2x | (i=1,2).
Yo !?2
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Tehtava 3.6:

Niin sanottu delta-ruusuke, muodostuu kolmesta venymadliuskasta, jotka on Kiinnitetty
kappaleen pintaan tasasivuisen kolmion sivujen suuntaisesti. Mittaamalla
venyméliuskojen venymét &, &' ja &" voidaan kappaleen pinnan suuntaiset
venymakomponentit ¢,, ¢, ja y, madrittdd. Madrita nama oheisen kuvan delta-

ruusukkeelle.

£=2-10"

Ratkaisu:

Merkitadn venyman suunnan n ja x — akselin valistd kulmaa &, jolloin n, =cosé
jan, =sind, jolloin

£ }/xy
cosé x 9
{n}={ . } le]=
sin@ Vxy
— &
2 y
Venymalle suuntaan & saadaan nyt lauseke
yxy
&
x cosé
g, =¢, ={n} [e]{n}=[cos G,sin I] 2 { _ }
Yy sin@
2 °
&y c059+&sin 0
=[cos8,sin 4] =¢,c08° 0 +¢,5in* 0 +y,, sindcosé.

%cos@+gy sing
Sitad kayttden saadaan
£ =£,005°0°+¢,5in*0°+y, sin0°c0s0°=¢
£, =,005°60°+¢, sin” 60°+y,, sin60°Cc0s60° = &'

£,y =&,€08°120°+¢, 5in”120°+ 7, sin120°c0s120° = &"
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2

&
2, 2,1
8y—§

3

Yo =2 ('~ &") =2 (1-15)-10" = -0,5774.10"

NG 7
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Tehtava 3.7:

2,2

D:(0,0,1)

D":(2,4,1.5)
/D
I
I
I
I

C:(010) VY 7
/4
///

B:(1,1,0) ///}6{’9'(1’2’0)

\\

X, X A'(2.2,0) B":(2,4,0)

Kuvan tetraedrin muotoinen kappale deformoituu siten, ettd kérkipisteet A, B, C ja D
siirtyvét pisteisiin A’, B’, C' ja D' sekd deformaation geometriakuvaus on
tetraedrin alueella lineaarinen. Maaritd siirtymat, Lagrangen muodonmuutos-
komponentit ja vastaava muodonmuutosmatriisi.

Ratkaisu:

Geometriakuvauksella tarkoitetaan kuvausta, jolla funktiot x'=x'(x,y,2),
y'=vy'(x,y,2) ja 2'=27'(x,y,z) kuvaavat pisteen P:(x,y,z), jossa partikkeli on
alkutilassa, pisteeksi P":(x’,y’,z"), jossa sama partikkeli on lopputilassa. Koska tdma
kuvaus on lineaarinen, néille funktioille otetaan esitykset

X'=a +a,X+a,y+a,z,
y'=b +b,x+byy+b,z,
Z'=c +C,X+Cy+C,zZ,

missa kertoimet a,, a,,---,b,,--- ovat vakiota. Ne saadaan maaritetyksi seuraavasti:

Vastinpisteiden x’— koordinaatit:

x'(0,0,0)=a,+4a,-0+a,-0+a,-0=2 a =2 a =2
x'LL0)=a +a,-1+a,-1+a,-0=2 - a+a,+a, =2 N a, =1
x'(0,1,0)=a +a,-0+a,-1+4a,-0=1 a+a, =1 a, =-1
x'(0,0,l)=a +a,-0+a,-0+a,-1=2 a+a, =2 a, =0
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Vastinpisteiden y’ — koordinaatit:

y'(0,0,0)=b, +b,-0+b,-0+Db,-0=2
y'(1,40)=b +b,-1+b,-1+Db,-0=4

y'(0,1,0)=Db, +b,-0+b,-1+b,-0=2
y'(0,0,1)=Db, +b,-0+b,-0+b,-1=4

Vastinpisteiden z’ — koordinaatit:

2'(0,0,0)=c, +c,-0+c¢c,-0+c,-0=0
7’(1,1,0)=c +c¢,-1+¢c,-1+¢,-0=0
2'(0,,0)=c, +c¢c,-0+c;-1+¢,-0=0
2'(0,01)=c, +c¢,-0+c,-1+¢,-1=15

=

Saadaan

X'=a +a,X+ay+a,z=2+x-Yy
y'=b +b,x+by+b,z=2+2x+2z
Z'=c +C,Xx+Cy+cC,z=15z

Siirtymat:

U=X'—-X=2+X-y—-X=2-Y

V=Y —y=2+2X+22-y=2+2X—-Yy+2z

W=Z'—Z=1.52—Z=£

Siirtymien derivaatat:

a_u = 01 a_u = _11 a_u = 01
OX oy oz
N_, V_ 4 N _,
OX oy oz
@:0, @:0, @:0.5
OX oy 0z
Venymat:

b =2
b,+b,+b, =4
b +b, =2

b +b, =4

c, =0

c,+¢C,+C, =0
c,+¢, =0
c,+¢c, =15

b =2
b, =
b, =
b, =2
c,=0
c,=0
C, =
¢, =15
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a 1 au 2 2 217 _ l 2 —
=t E[(&) ( ) +(— x) ]—0+2(0+2 +0)=2

ov 1_.0u,, 21 1 YAy _
£, = 5 E[(E) (ay) +(E) 1= 1+2[( 1)+ (1) +0] Q

ov ow 1
:_+_ _2+ —)? +(—)?*]1=05+=(0+2° +0.5°) = 2.625

0z 2[(62) (az) (az)] 2( ) —
Liukumat:

7xy:a— @ 6_u6_u el @@:—1+2+0-(—1)+2-(—1)+0-0:—_1
oy OX Ooxoy 6x8y ox oy =

Yy =@+@+6_ua_u+@@+@@_2+o+( 1)-0+(-1)-2+0-05=0

0z oy oyor oyor oy oz

w .

ox 0

+6_u6_u+@@+@@_0+0+0 0+2-2+05-0=4
z

Vo = 0z OX 0z OX 0z OX

Muodonmuutosmatriisi:

2 05 2
}/xy 7/yz
gl= & =|-05 0 0
[¢] > 5
2 0 2.625
T Teo
_2 2 -
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Tehtava 3.8:

Madritd tehtdvan 3.7 muodonmuutostilan p&dvenymét ja niiden suunnat sek&
suurimman padvenyman suuntainen yksikkovektori sekd suurin liukuma. Méaritéa
mya0s suhteellinen tilavuudenmuutos.

Ratkaisu:
Paavenymat:
J =&, +&,+6, =2+0+2625=4625
Vxy Vy2 Y
e I s I L ‘2 —0.5‘ ‘o 0 ‘ ‘2.625 2‘
J, = + + = + +
Ty o | e || 2 05 0| [0 26258 | 2 2
2 y 2 : 2 g
=-025+0+125=1
2 05 2
ol . 7; _|-05 0 0 |=—(-0.5)(-0.5)2.625 = —0.65625
2 0 2625
Vo Ty
2 2
_ 12 1 2
Q:3J2 3} 31-4625 203

9
n_ 2074273, 2933,

9

3 _ -9. .
_2:4.625° +27(-0.65625)-9-4.625-1_, .,

D=Q%+R?

@ = alrCCOS———= = arccos

54

R
_Q3

54

-2.0434° +2.565° =1.9530 < 0, OK.

2.5625

\2.0434°

= 28.685

=3.772

& =20 cos(% Q) +% = 2+/2.0434 c0s(9.5617°) + 4'225

4.625 _ 0.980

£, =2/-Q COS(%(D +120°) + % = 24/2.0434 c0s(9.5617° +120°) +

4.625 _1.820

& =24-Q COS(%(D + 240°) + % == 24/2.0434 c0s(9.5617° +120°) +
g =3.172, ¢, =1.820, ¢, =0.980
Suurimman padvenyman suunta:
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& — & % 7/5
n) (0 23772 05 2 n,
To g e D2 lnlolol = | o5 3772 0 nt—
2 Y 2 ’ '
n| |0 2 0 2625-3772||n,
yzx 7)’2
; =L g g
-7z 05 2 im0 ~0.5n, ~3.772n, =0
> | =05 372 0 (Ing=q0p = T Y
~1.147||n,| |0 M —=-20 M, =
"n =05735n,
n, =——2° 057350 = —0.00760n,
3772 372

n?+n2+n’=1 = [0.5735 +(-0.00760)? +1]n’ =1 = n’ =0.75247 = n, = 0.86745
n, = 0.5735-0.86745 = 0.4975, n, = —0.00760-0.86745 = 0.0066, n, = 0.8675
n = 0.4975i +0.0066] + 0.8675K

Suurin liukuma: y,,, =&, —¢&,, =3.772-0.980 = 2.792

Suhteellinen tilavuudenmuutos:

oUW
ox ox o OX 140 2 0 1 2 0
g, = 2—3 1+2"—y % 1=|-1 1-1 0 |-1=-1 0 o0]|-1
0 2 1405 0 2 15
u v, ow
0z 0z 0z
—2.(-1)-15-1=3-1=2
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Tehtava 3.9:

Kuvan nelion muotoinen levy deformoituu siten, ettd karkipisteet A, B ja C siirtyvét
pisteisiin A', B’ ja C' sekd deformaation geometriakuvaus on nelion alueella
lineaarinen. Maéritd siirtymét, Lagrangen muodonmuutoskomponentit, muodon-
muutosmatriisi, pdavenymat ( x, y —tasossa) ja niiden suuntakulmat.

!

Y,y
C':(6,6)
- = — 7
/; //
/ %
/
/
//
C:(0,2 L=
= A"(3,3) B'(5,3)

o X, X
A:(0,0) B:(2,0)

Ratkaisu:

Méaéritetddn ensin yhteydet x'=x'(x,y) ja y' =Yy'(x,y). Otetaan ndille yhteyksille
esitykset x=a, +a,x+a,y, y =b +b,x+b,y.
Vastinpisteiden x —koordinaatit:
x'(0,0)=a,+a,-0+a,-0=3 a =3 a, =3
X'(2,0)=a,+a,-2+a,-0=5;=><a +2a,=5=>1:4a, =1
x'(0,2)=a +a,-0+a,-2=6 a +2a,=6 a, =15
Vastinpisteiden y — koordinaatit:

y'(0,0)=b, +b,-0+b,-0=3 b =3 b =3
y'(2,0)=b +b,-2+Db,-0=3;=<b +2b, =3=1b, =0
y'(0,2)=b +b,-0+h,-2=6 b +2b, =6 b, =15
Yhteydetx' = x'(x,y) ja y'=y'(X,y):

X"=3+x+1.5y,
y'=3+1.5y.
Siirtymat:

u=x-x=3+x+15y-x=3+15y,

v=y' —-y=3+15y-y=3+0.5y.
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Siirtymien osittaisderivaatat:

ou _0, 6u_15

x oy

N g

OX oy

Venymat:
ou 1_0u,, ,0V,, 1
=—+=[(— —)]1=0+=(0+0)=0

5 =3 2[(6)() +(5)] ,(0+0)=0

N L@y o205+ a5t 4052 =175

&
"oy 20y oy 2 -
Liukuma:

U N UM NN _45,040.15+0-05=1

Yy =0t =
oy Ox oOxoy oOxoy

Muodonmuutosmatriisi:

=0.5.

Ty
b 0 075
” 0.75 1.75
P
Paavenymat:

&) =%(5X +e,) %J(gx —e, )+ 72 =%(o +1.75) i%\/(0—1.75)2 +1.5% =0.875+1.152

= & =2027~203 ¢ =-0.277~-0.28
Padvenymien suunnat:

6, = arctan 27 % _ arctan ~ 69.7°
N 1512
0, = arctan 22— %% — arctan 0277 5030

V12 15/2
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Tehtava 3.10:

Milld ehdolla seuraavat infinitesimaaliset venymakomponentit ovat mahdollisia:

g =az(X’ +y?), &, =ax’z, y,, =2BXy2, 7, =V, =&, =0.

Ratkaisu:

Kompatibiliteettiyhtaldiden tulee toteutua. Koska y,, =y, =¢, =0, riittad kuin

tarkastellaan tasotapauksen kompatibiliteettiyhtaloa.

Derivoidaan
2

0z, =2aVyz, gzx =2a1,
oy

o€ 2

—Y = 2axy, L = 2az,
X Y NG

07y Yy

= , =2p1,

N By X0y B

Sijoitetaan kompatibiliteettiyhtaloon:

825 azé‘y 62;/Xy

X

2 + 2
oy OX oxoy
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Tehtava 3.11:

Terdssauvan, jonka poikkileikkaus on ellipsin muotoinen, siirtymille on saatu

lausekkeet
a’—bh?

u=-— oyz, v=-0xz, W= @xy,
a?+b? y y

missé € on ns. vaantymad eli vaantdkulma sauvan pituutta kohti.

(infinitesimaaliset) muodonmuutoskomponentit, jotka vaikuttavat
A:(y =0, z=Db). Maarita padvenymét ja suurin liukuma pisteessé A.

y,v
Ratkaisu:
Siirtymat:
a’—bh?
U=————0yz, Vv=-0xz, W= 0xy,
a?+b? Y y
Muodonmuutokset:
&, =a—u=0, &, =@=0, £, =@=O,
OX oy 0z
2 R2 2
Vay :a—u+@=—az—bz‘92—9zz—%6’z’
oy OX a“+b a“+b
Vv =@+@=—9x+0x=0,
0z
2 _ R 2
ra= D o2V gy oy=—2 oy,

=—adt — =—

oz ox  a’+b? a’ +b?
Siis vain liukumat y,, ja y, ovat nollasta eroavia.
Liukumille pisteesséd A: (y =0, z =b) saadaan siis
2a’b

TSk

Xz

ﬂ/xy:

Muut muodonmuutoskomponentit ovat siis nollia. Muodonmuutosmatriisi:
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_ o , _
o 2o 0 _@D 4o
2 a“+b
Yxy a’b
- 0 0f=|- 6 0 0
L] 2 a’ +b?
0 0 O 0 0 0
Paéveﬁymét: o i
a’b
- - 0
¢ a’ +b?
a’b
det([e]-£[1]) =0 & |-——— - 01=0
a“+b
0 0 -&
a’b a’b a’b
= (-&) - (- 21 b7 O)(-&)(= Z b 0)=0= [&° _(a2 e 0)’le =0
a’b a’b a’b a’b
= g et g 0T A T el
a’b a’b
= & zme' e =0, &y s
Suurin liukuma:
e - 2a’b
Vmax = €1 — €y 20l
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4. Konstitutiiviset yhtalot
Tehtéavéa 4.1:

Johda seuraavat kimmovakioiden valiset yhteydet
E E

K=———, G=
31-2v) 2(1+v)
kayttéden hyvéksesi seuraavia Hooken lain muotoja

p— l i = TXy j
g, _E(aX -vo, —-vo,), jne., 7XV_E’ Jne.

on =Keg,; s, =2Ge,, jne., s, =Ge,, jne.

X
Ratkaisu:

Saadaan
1 1 1
& =& t+&, t¢, =E(aX —vo, —VO'Z)+E(O'y —-vo, —VO'X)-I—E((TZ —-vo, —Vvo,)
1-2v 3(1-2v) E
= ——0

> 0, =&,
E 31-2v)

(0'X+O'y+0'2)=

Toisaalta o, = K¢, , joten
K=t
31-2v)

Deviatorisille venyméakomponentille e, saadaan

1
e, =& —&, =& —E(gx te, +¢,)

1 1.1 1 1
=—\o, -vo,-vo,)——|\—\o0,6 —Vvo, —Vvo,)+—\0, — VO, —VOo,)+—(0O, — VO, —VO
E( X y z) 3[E( X y Z) E( y z X) E( z X y)]

_1+VO' —L(O' +0 +0')—ﬂ(0' +o +a)—1+—v[0' —E(O' +o,+0,)]
E X E X y z 3E X y z E X 3 X y z
=1+—V(O'X—(7m)=1+‘/ X
E E
Toisaalta

X!

s, =2Ge, = e, :is
2G

joten
2G =i = G= E
1+v 21+v)
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Tehtava 4.2:

Tasomuodonmuutostilassa z-akselin suuntaiselle siirtymalle patee w=0 seka x- ja y-
akselien suuntaiset siirtymét ovat pelkastdan x:n ja y:n funktioita, ts. u=u(x,y) ja

v=V(X,Y). (a) Osoita, ettd tasomuodonmuutostilassa muodonmuutoskomponentit ¢, ,
7y Ja 7, haviavat ja muodonmuutoskomponentit ¢,, ¢, ja y,, ovat pelkastaan x:n

ja y:n funktioita. Osoita edelleen, ettd (b) tasomuodonmuutostilan jannitysten ja
muodonmuutosten yhteydet voidaan esittdd muodossa {c}=[E]{e} ja muodon-

muutosten ja jannitysten yhteydet muodossa {¢} =[C]{c}, missa

(o} &

X X
{o}=10,¢, {e}=1¢, -
z-xy Y Xy

Lausu matriisit [E] ja [C] kimmomoduulin E ja Poissonin luvun v avulla
lausuttuina.

Ratkaisu:

(a) Koska tasomuodonmuutostilassa siirtymille on voimassa u =u(x,y),v=Vv(x,Yy) ja

w =0, muodonmuutoskomponenteille saadaan
0

]
ou ov ow
8)(:_1 E, =—, Z:_ZO’
ox 7 oy oz
0 0 0 0
e —— -~
ov ou oW ov ou oOw
Yy =t 7/z:_+_=0’ 7/zx:_+_:O'
Yoox ooy T oy oz 01  OX

Koska u ja v ovat pelkastadan x:n ja y:n funktioita, ovat &,, ¢, ja y, naiden
derivaattoina myos.

(b) Muodonmuutos-jannitysyhteyksista saadaan nyt

~ 1

g, ZE(GZ—VO'X—VGV) = o, =V(6X+Jy),

1-v? v(l+v)
o, — oy,
E E
v(d+v) 1-v°
o, + o,
E E

&, :%(Gx ~vo, —vaz):é[ax —vo, —v¥(o,+0,)]=

1 1
g, =E(0y -vo, —Vvo,) =E[0y ~v¥(o,+0,)-vo,]=-

1 2(+v)
Vxy _Erxy _TTXV'
Saatiin siis:
1-v? 1 1 1-v? 201
= EV O'X—V(EV)GV, yz—v(gv)ox+ EV vt Yy = (;V)z'xy.
Matriisimuodossa tdméa on
{}=[CH{o},
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missa

[ 1-? _v(l+v) 0 ]
E E
_ 4,2
[C]= v(d+v)  1-v 0
E E
0 0 21+v)
- E =
Ratkaistaan o, 0, jarz,,:
O'—VO'—Eg 0_(1—1/)2 E(9 1% Eg)
ey Y12 l-2v 1 lev1? Y
_ Q-v)* v E E
— —+ = =
1y T T oo St
EQ-v) Ev
o, = &t &y
1-2v)1+v) 1-2v)1+v) ?
Ev EQ-v)
o, = &+ £, .
o-2v)1+v) 1-2v)@+v)
3 2(1+V)T =, E
7/xy E Xy % 2(1+V) 7><y'
Saatiin siis
E(l-v) Ev
O-X = gx+ Ey
(1-2v)1+v) 1-2v)A+v) "’
Ev EQ-v)
o, = gx+ &y
o-2v)A+v) -2v)1+v) ?
. E
Y 2+v) Vo
Matriisimuodossa tdma on
{o}=[EKe},
missé_ .
E@Q-v) Ev 0
Q-2v)1+v) @A-2v)[1-v?)
[E] = Ev : EQl-v) 0
@-2v)@-v°) (Q-2v)1L+v)
0 0 E
i 2(1+v) |
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Tehtava 4.3:

ﬁy

X

Niin sanottua Transversaali-isotrooppista, lineaarisesti kimmoista materiaalimallia
voidaan joissain tilanteissa kayttdd kuvaamaan esimerkiksi vanerin tai maan jannitys-
muodonmuutoskayttaytymistd. Kysymyksessd on ortotrooppinen aine, joka on
X,y —tason suunnassa isotrooppinen. Tama merkitsee sitd, ettd aineen x-—ja

y —suuntiin liittyvat materiaalivakiot ovat samat. Madritd tallaisen materiaalin
muodonmuutos-jannitys yhteys ja tutki riippumattomien kimmovakioiden maaraa.

Ratkaisu:

Ortotrooppisen aineen muodonmuutos-jannitys matriisi on

o Ya Yaog g
El E2 E3
v, 1y, 0 0 0
El E2 E3
s s Loy g g
[C] — El EZ E3 1
0 0 0O — © 0
GlZ
0 0 0 0 i 0
Gy
0 0 0 0 0 i
L G, |

Kimmovakioita on 12: E;, E,, E;, V;,, Vo, Vags Vars Vars Vizs Gy Gy Ja Gy, Ja
niitd sitoo 3 symmetriasta johtuvaan yhteytta

_Ve  Va _Vis

Vi V3
E E E, E E, E .

2 _Vu o Vo _
- )

Koska transversaali-isotroopisessa aineessa suunnat 1 ja 2 ovat Samanarvoiset,
merkitaéan
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E, =B, vy =V, =vi, Vg =V, Vay =V, Gy =Gy,

jolloin muodonmuutos-jannitys matriisille saadaan
Vi Va

R
El El E3
<E

E R
El E1 E3
s Vs 1 0 0 ©
[C]: El El E3
o o o0 X o o
G,
o 0o 0 0 = o
G31

0 0 0 0 O 1
i G

31 ]

Kimmovakioita on nyt 7 kpl: E,, E;, v, v, vi3, G, jJa G, . Niita sitoo matriisin
symmetriasta johtuva ehto

Isotrooppisuus X, y —tasossa edellyttaa vield, ettda kimmovakioilla E;, v, ja G, on
yhteys

G, = &
2(1+v,)

N&in riippumattomia kimmovakioita tehtdvassa on 7 —2 = 5kpl.
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Tehtava 4.4:

Maamekaniikan tarkasteluissa kdytetddn usein muodonmuutostilaa, jossa siirtymisen
ajatellaan tapahtuvan vain pystysuunnassa. Jos X, Y, z —koordinaatiston z —akseli on

pystysuora, tdm& merkitsee sit4, ettd siirtymékomponentit u ja v hévidvat. Niin
sanotulla lepopainekerroin K, maaritellaan kertoimena, jonka avulla maan vaaka-

suuntaiset normaalijannitykset o, ja o, saadaan pystysuuntaisen normaali-

X

jannityksen o, avulla lausekkeesta

Lausu lepopainekerroin kimmovakioiden avulla, kun maa otaksutaan
(a) isotrooppiseksi lineaarisesti kimmoiseksi aineeksi
(b) transversaali-isotrooppiseksi lineaarisesti Kimmoiseksi aineeksi

Ratkaisu:

Venymille saadaan:
0

ou oV ow
g)( = =
OX

(@)
Isotrooppisen, lineaarisesti kimmoisen aineen jannitys-muodonmuutos yhteyksisté
seuraa:

&

o, =(2G+A)e, + e, + e, = A,
2 S

o, =(2G+ )¢, + e, + e, =g,

2 A
o, =(2G+ ¢, + Ae, + e, =(2G + A)g,.
Ratkaisemalla viimeisestd ¢, , saadaan
O-Z
g, =
2G+ 1
ja sijoittamalla se kahteen edelliseen saadaan

A
O-X:J =
b 2G+ 1

Vertaamalla tatd madrittelykaavaan o, = o, = Ko, saadaan
A
Ky =—7—.
2G+4

Lausumalla Lamen parametri leikkausmoduulin ja Poissonin vakion avulla saadaan
tasta

o,.
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2Gv

K - 1=2v 2Gv __Vv
0
ZG+ZGV 2G(1-2v)+2Gv 1-v
1-2v

Vaihtoehtoisesti voidaan lahted liikkeelle muodonmuutos-jannitysyhteyksista, jolloin
saadaan

0
& = E(O_x Vo, ~Vvo, o, —Vvo, = Vo,
= = (1-v¥o, = (v+v?)o,
)
v

-vo, +o, =vo, |v

z

v v
o, = o, = c,, o,=v(o,+0,) :\/(E+1)0'Z R

(b)
Transversaali-isotrooppisen, lineaarisesti kimmoisen aineen muodonmuutos-jannitys-
yhteyksista seuraa:

-~ 1 Vi Vi E,
£ =—0,——=0,-—0, 0, —V,0, =Vy —0, _ 3
E E E, E, O, —V,0, =V;30,
. = =
= 1% 1 Vv _ 1 V0, + 0y =V30, [V,
& =—— 0, +—o0, -2, VO, T Oy =V E_Gz |V,
E: E, E, 3
1 2 _ 1 _ V13
= (1-v))o,=vi(l+v)o, = o, = o
1-v,
V. %
_ _ 13 _ Vi3
Oy, =0, + V0, = (V= —+ V)0, = 1, %
1 Vi
Nain
v,
Ko — 13
1-v,
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Tehtava 4.5:

Tarkastellaan tasotapausta (tasojannitys- tai tasomuodonmuutostila) ja koordinaatiston
muunnosta koordinaatistosta x,y ja koordinaatistoon x',y’, missd x'— ja x-

akselien viélinen kulma on @. Jannitys- ja muodonmuutoskomponentit
kayttaytyminen koordinaatiston Kierrossa on edelld esitetty muodossa

[o'1=[LI[eIILT", [e]=[L]"[o"IIL],
[e1=[LI[ILT, []=[LT [IILT".

missa

[L]:{C s}
-s ¢

on koordinaatiston muunnosmatriisi ja on kéytetty lyhennysmerkintdja ¢ =cosé ja
s =sin#. N&mé yhteydet voidaan myds esittdd muodossa

{o}=[LHo}, {e}=[L Hel,

Muodosta matriisit [L_] ja [L,] c:n jas:navulla lausuttuina. Osoita my0s, etté ndille
matriiseille patee

[LI'=[L], LI'=LT.
Tarkastellaan sitten jannitys-muodonmuutos yhteyksid, jotka on esitetty muodossa
{o}=[EKe}, {e}=I[CKo}.

Johda ndiden tulosten avulla jannitys-muodonmuutosmatriisille [E] ja muodon-
muutos-jannitysmatriisille [C] seuraavat muunnoskaavat

[ET=[LIEILT, [El=[LTIETIL],
[CT=[LICILT. [Cl=[LTICIIL,].

Ratkaisu:

Kirjoitetaan auki jannityskomponenttien muunnoskaavat:

[o'T=IL1[cIILT

=
{ax’ rx'y}_[ c SHGX erMc —s} _[ c s}{wx +57,, -S5O, +C2'Xy:|
' | -
r, o,| |-s cllr, o, s ¢ -s c||cry, +S0, -5, +Co,
2 2 2 2
:{ c’o, +5°0, + 25z, —-sCo, +5Co, +(C* - )rxy}
2 2 2 2

-SCo, +sco, +(C° —s")7,, s‘o, +C°0, —2sCo,
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=
o, =c’o, +s’o, +2sCT,,
o, =s’c, +C’0, —2sC7,,
7, =—SCo, +sco, + (¢ —s°)z,,.

Tama tulos toisenlaisessa matriisimuodossa on

{o}=I[L,Ho},

missa
o o,
{o}=10,, {o}=10,
Tx’y Ty
ja

C S 2sC
[L]=| s* ¢ -2sc
—-SC SC C°—S

Kirjoitetaan auki muodonmuutoskomponenttien muunnoskaavat:

[e'T=[L1ILT

=
i
& 7xy c 7/xy
x o { c s} x o {c —s} { c s}[wx +S7,, —SO, +CT,,
!
Yy p -5 c| 7, ) s ¢ -s c||cr,, +So, -Sr,, +Co,
2 y 2 Y
2 2
2 2 C _S
c’e, +5%g, +5Cy,, ~SCE, 508, + 7
- 2 2
C —S 2 2
~SC, + 508, +=——7, s’g, +C%e, —SCy,,
—

g =C’¢ + Szgy +5CY
' 2 2
g, =8¢ +C& —SCy,,,
Yy =—25C&, +25Ce, +(C* —s%)y,,.
Tama tulos toisenlaisessa matriisimuodossa on

{o}=[L s},

missé
&y &,
{e}=1¢ 1. {ed=1¢,
Yy Yy
ja
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c® s sC
[L]=| s° ¢ -sc
-2sc 2sc c¢*-¢?
Madritetdan matriisitulo

c® & —cs c® ¢ cs
[LT[L]=]|s° ¢° cs s ¢ —cs |
2cs —2cs c?—s?||—2cs 2cs c?-—s?

[ (c? +52)? 0 0 100
= 0 (c? +s?)? 0 {0 1 0]
0 0 (c*+s)*| [0 0 1
=
[LI'ILI=0[1 = (LITILD" =011 = [LIIL]1=[]
Alleviivattujen yhtél6iden perusteella nahdaén:
[L1'=[LT, [L1'=ILT

Nyt saadaan
{o}=IL, Ho}=[LI[EKe} =L, IICIIL, T {e} =L IEIIL, T {7,
{o}=(L,D) {o}=[LT{o}=ILT[EHe}= [LE]T[E'[]E[]LS]{E},
{e}=IL He}=[LIICHo}=[LIICIIL, 1 {o}= ['-g[]E[]C][Lg]T {c'}.
{er=(LD) E}=ILT{E= LT [CHo =L, T [C’ic[,ll-(,]{d} :
Naistd nahdazn, etta "

[ET=[LIEIL T, [E1=[LTIEIL],
[CT=[LIICIIL,T, [C]=[L,I'[CIL,].
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Tehtava 4.6:

Tarkastellaan materiaalia, jonka muodonmuutos-jannitysmatriisi tasojannitystilassa,
sopivasti valitussa X,y — koordinaatistossa on

1 Y 0
E E
v 1
Cl=|-— = ©0
[C] EE
0 0l

Téassda muodonmuutos-jannityslaissa on siis kolme parametria E, v ja G. Méarita
edellisen tehtdvan tuloksen perusteella muodonmuutos-jannitysmatriisi  [C']
koordinaatistossa x',y’, jonka x'— ja x —akselin vélinen kulma on &. Mill& ehdolla
[C']=[C] eli materiaali on isotrooppista?

Ratkaisu:
Nyt on
- -
1 vy,
E 1E c? ¢ cs
[C]= —é £ 0l [L]=]| s* ¢ —CS
1 —-2cs 2cs ¢’ —s?
0 0o =
L G
Muodonmuutos-jannitysmatriisille muunnetussa koordinaatistossa saadaan
1 vy
cc s cs E 1E ¢ s*  —2cs
[CI=ILICALT =| & ¢ e |-= = 0fs* ¢ 2s
-2cs 2cs c°-s’ 1 |Lcs —cs c?-¢°
0 0 =
L G
1o ve 1o ve 20+v) ]
? ¢ o J|E E E E E
S @ e | Leove Llere 2
2 2 E E E E E
—2cs 2cs c°-s
1 1 1,,
—Cs ——CS —(c”-s%)
| G G G |
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Muodostetaan vélilla yhteydet
ct+st =c’ +5" +2c%% —2¢%s% = (c* +5%)* —2¢%s® =1- 2¢%s?

(c?—s®)? =c* +5" —2¢°s* =c¢c* + 5" + 2¢%s° —4¢?s? = (¢ + 5°)? —4c?s® =1-4c¢%s%,

D)

£(c“Jrs“)—Zlczsericzs2 2 c’s? — (c +s*) - 1 c’s? [—2(1+V)+l]cs(c2—s
E E G E G E G
Eczsz —l(c“ +sY) —iczs2 l(c4 +sy -2 cs? +iczs2 [M—i]cs(c2 -s?)
E G E E G E G
2(1+v) 21+v) 1 ) 8l+v) , o, 1,, L.
s(c S “es(c?-s = 2%t + = (c* -5
i [- E ] (c® —s?) [ E G] ( ) £ G( )

joiden aikaansaamisessa kaytettiin hyvéksi yhteytta c”+s” =cos®@+sin®6=1. Nyt

saadaan tulos
2(1+v)

s%)

2(1+v) 2 v 20+v) 1.,,
—+[- 6] —E+[ E _ECS [- —] s(c® -
[C1= —é+[@—é]czs2 é+[—@+é]czs2 [@—l]cs(cz—sz)
[- 2(1;V)+ —Jes(c? —s?) [—2(1;/)—%]%(02—52) c 4[2(1+V) éczs2
Josnyt_
_E
S 2(1+v)]
niin
1 v 4]
E E
c1-|-L = o|-[c]
0 0 i
G

ja materiaali on siten isotrooppista.
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Tehtava 4.7:

Kimmoista suoraa sauvaa, jonka akseli yhtyy x-akseliin, taivutetaan x,y —tasossa

siten, ettd akselista tulee R-sdteinen ympyréan kaari. Koska kysymyksessa on hoikka
sauva, voidaan sen jannityskomponenteille otaksua o, %0 ja

o,=0,=1,,=1,=7,=0. (a) Maaritd venyma ¢, koordinaatin y funktiona
otaksumalla se kuvan jana-alkion PQ suhteelliseksi pituudenmuutokseksi. (b) Méaérita

jannitys o, seka venymat ¢, ja ¢, . (c) Maaritd myos liukumat y, , »,, ja 7,,.

Alkutila: Lopputila:

Ratkaisu:

(a) Janojen PQ ja P'Q’" pituudet:

PQ=¢QEEL=R+y::FWI=R+ydx=a+%mx

dx R R
Venyma &, :
y
oY 1 . d _d
__Pg-pq_Urplmdk y
T PQ dx R
(b)
2 Ey
8x:_(o_x_vo-y VGZ):_X = O-X_ngz?.
1 ,_9_, r—9—~ VO vy
8y__(o-y Vo, =VO,)=——— =0,
E R
2 2 vo v
&, =—(o,-vo,-vo,)=—"F=——
E Y E _R
()
0 9 2
1~ 1— 1~
Py =g =0 Tu g T Y tu g T
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Tehtava 4.8:

Maakerrosten painuma-analyysin yhteydessd k&ytetddn ns. 0dometrikoetta. Siin&
sylinteriméisessa rasiassa olevaa naytettd kuormitetaan sylinterin akselin (z-akseli)
suunnassa. Néyte deformoituu siten, ettd pelkéstdén z-akselin suuntainen liike on
mahdollinen. Likitarkastelussa rasian ja ndytteen valinen Kitka sekd ndytteen oma
paino voidaan jattdd huomiotta. Naytteen siirtymatila on siis: u=v =0, w = w(z).

(a) Osoita kayttden muodonmuutosten ja siirtymien valisid yhteyksi4, etta venyma ¢,
on ainoa nollasta eroava muodonmuutoskomponentti ja silld on lauseke &, = w'(z).

(b) Otaksutaan, ettd maandyte on isotrooppista ja lineaarisesti kimmoista materiaalia.
Osoita l&htien Hooken laista, ettd t4ssa tapauksessa maandytteen venyman ¢, ja

vastaavan normaalijannityksen o, valinen yhteys voidaan kirjoittaan muotoon
1-v-2/?
&, =————0,
(1-v)E
ja maanaytteen muille normaalijénnityksille saadaan lauseke
14

Oy =0y = o,

-V
(c) Sylinteriméisen nédytteen ympyran muotoista ylapintaa kuormittaa pintayksikkoa
kohti tasan jakautunut kuormitus ¢. Katkaistun sylinterin yldosan tasapaino-

tarkastelulla, nahdaan helposti, ettd maandytteen normaalijannityksella o, on tassa
tapauksessa arvo o, = —q. Kayttéen taté tulosta sekd tietoa, ettd ndytteen venymé ¢,
on sen suhteellinen korkeuden muutos, ts. &, = Ah/h, muodosta lauseke naytteen
kuormituksesta g aiheutuvalle korkeuden muutokselle Ah.

z

z

NN

X
Ratkaisu:

(a) Muodonmuutoksille saadaan:

0 0 0
TS TN Y

OX oy oX

0 o 9
8y:@20, }/yzza_v+@zol

oy oz oy

dw

£l 9 0
£ —%—W'(Z) —@+@—0
Par C T T Ty T

Rak-54.1200 Rakenteiden lujuusoppi, osan I esimerkkikokoelma 68



joten
&, =W(2).

(b) Hooken laista ja edellisista tuloksista saadaan:

1
gx:E(JX_VGy_VGZ)ZO’ {UX_VUy:VO'zy
=

1 oy — VO, =V0o,,
8y=E(O'y—VO'Z—VO'X)=O, y

N (1-v)(ox +oy)=2vo,, oxtoy= 12_VV2v0'Z,
(ox—oy)1+v)=0, oy =0y,
o = o
X Z
= 1=
oy =Y &
N
1 V2 V2
8Z_E(O-Z_VO-X_VO-y)_E(O-Z_1_ 27 7)
2 ., 2
a2y, v
E 1-v 1-v)E

(c) Saadaan
o, =-q.
(d) Saadaan

Ah 1o y-22 2 1-v—21?
—=g=———"0, > Ah=—"———
h 1-v)E 1-v)E
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Tehtava 4.9:

0,
ST
>

Tarkastellaan ohutta, suorakaiteen muotoista levya x,y-tasossa (vrt. kuva). Levy on
tasojannitystilassa, joten o, = 0. Se tukeutuu alareunaltaan ja pystysuorilta sivuiltaan
kitkattomasti  liikkumattomaan tukeen. Tamén johdosta levyn muodon-
muutoskomponenteille patee: &, =y, =y, =¥, = 0. Tasapainoehdon perusteella
oy=0, missa g on levyn ylareunaa kuormittava pintayksikkda kohti tasan
jakautunut kuorma. Madrita (a) levyn venymd ¢, ja jannitys o, kuorman q,

kimmomoduulin E ja Poissonin vakion v avulla lausuttuina. Maéritd myos (b) levyn
pystysuora siirtymé v koordinaatin y funktiona kdyttden hyvéksi muodonmuutos-
siirtymayhteytta &, = ov/ oy .

Ratkaisu:

(a) Hooken laki:
0 0
—= ——
Ey :E(O'X —VOy —VO,) = Oy =VOy
0 VOy

1 — 1 — 1-v?
£y ZE(O'y_VO'z_VO'x) = &y =E(O'y—VO'X) = &y = =

O'y.

1-v? _
gy = E g, ox = W0.

(b) Differentiaaliyht&lo:
v 1-v? 1-v?
_= q’ = V=
oy E E
Symmetrian vuoksi v ei voi riippua x:std, joten voimme merkitd f(x) =C ja
1= V2
E
Reunaehto:
v(0)=0+C=0 = C=0.
Siirtyma:
1—v2
E

qy + f(x).

v qy +C.

v(y) = ay.
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Tehtava 4.10:

Terassauvan, jonka poikkileikkaus on ellipsin muotoinen, siirtymille on saatu
lausekkeet

2 2
u =—a2—bzeyz, V=-6Xz, W= 6xy,
a“+b

misséd @ on ns. vaantyma eli vaantokulma sauvan pituutta kohti. Maarita (a) sauvan
muodonmuutokset ja jannitykset sekd osoita, ettd jannityskomponenttien
tasapainoehdot toteutuvat. (b) Mé&arita sauvan suurin leikkausjannitys ja piste, jossa se
vaikuttaa, jos a>b.

y,v
Ratkaisu:
(@)
Siirtymat:
a®—b?
U=—-————0yz, v=-0xz, W= 0xy,
a? +b? Y Y
Muodonmuutokset:
8>< :a—uzo’ gy :@:O, gz :@:O’
OX oy 0z
2 R2 2
Vay :a—u+@:—az—bz‘92—‘92=—%6’z’
oy OoX a“+b a“+b
Vv =@+@=—9x+0x=0,
oz oy
2 _ R 2
yxz_au oW a‘-b Oy +0y = 2b oy,

=—adt —=—

oz ox  a’+b? a’ +b’
Siis vain liukumat y, ja y,, ovat nollasta eroavia.
Leikkausjannitykset:

2Ga’
T = = O
2Gb?
t, =Gy, =——-86y.
XZ 7/XZ a2+b2 y

Muut jannitykset ovat nollia.
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Sijoittamalla jannitykset jannityskomponenttien tasapainoyhtal@ihin, joissa
f.=f,=1f,=0,saadaan
0

——
a 2 2
oo, , 01, 0, =_( Ga2 )42 (20D 260" 506 ok
ox oy oz a’+b oz a’+b’
L
or, 9o, 0
Dy O% Tﬂzﬁ( 268 5N -0, 0K
oXx oy 0L OX +b
0 0
07, o 8,260
Oty O 00y _ 2 5 0Y)=0, OK

OX oy oz ox a’
Leikkausjannityksen 7, |tse|sarvoltaan suurin arvo saadaan, kun y=0 ja z=+b. Se

ja sita vastaava z,, ovat

2
rxy(O,ib)zijG—beH, z, =0.

Néin leikkausjannityksen suuruus tdssa pisteessa on

ZGa b 2G
7(0,£b) = ,/r +72 b2 EJrgé?a
b a
Leikkausjannityksen z,, itseisarvoltaan suurin arvo saadaan, kun y=+a ja z=0. Se

ja sitd vastaava z,, ovat

2
7, (£2,0)=0, 7, (+a,0)= izze—f'zze

Na&in Ieikkausjannityksen suuruus tassa pisteessa on

ZGabZ _ 2Gab
7(+a,0) = [z, 0= p®

b a
Jos a>b edellinen leikkausjannitys on suurempi ja jos a =b n&ma ovat yhté suuria.
Né&in olemme saaneet tuloksen, ettd ellipsin muotoisen poikkileikkauksen, jonka
a>b, suurin leikkausjannityksen arvo on
2G

7_{_7

b a
ja se saavutetaan pisteisséd y =0, z = Fb.

T
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Tehtava 4.11:

Tarkastallaan putkea, jonka sisdsdde on a ja ulkosdde on b. Sen materiaali on
lineaarisesti kimmoista, kimmomoduuli on E ja Poissonin vakio on v . Putken sisalla
vaikuttaa vakio paine p, mutta muuten se on kuormittamaton. Putki on tuettu siten

ettd sen pitenemistd pitkittdissuunnassa ei ole rajoitettu, joten sen voidaan olettaa
olevan tasojénnitystilassa ja tarkastelu rajoittaa poikkileikkaustasoon. On tarkoituksen
mukaista tarkastella putkea sylinteri-koordinaatistossa, jonka z—akseli yhtyy putken
akseliin. Putken ja kuormituksen symmetrian vuoksi sateen suuntainen siirtyma u, on

pelkéstdaan r:n funktio ja tangentin suutainen siirtymd u, hévida. (a) Lausu ensin
kayttden muodonmuutosten ja siirtymien yhteyksia venymat ¢,, ¢, ja liukuma y,,
siirtyman u, avulla. (b) Lausu toiseksi kayttdaen tasojannitystilan jannitysten ja
muodonmuutosten yhteyksia' jannitykset o,, o, ja r, siirtyman avulla. (c)

Sijoittamalla ndmad ensimmaiseen jannityskomponenttien tasapainoyht&ldon, jolloin
saat siirtymalle u_(r) differentiaaliyhtélon ja saata tdma yhtélo muotoon

d [1 d(ru )] 0.

drr

(d) Osona ettd tdman differentiaaliyhtalon yleinen ratkaisu on
C, C

u(r)=— r +—=

(e) Reunaehdot putken sisé- ja ulkopinnalla ovat

o,(a)=p, o,()=0.

Maérit4 reunaehtojen avulla integrointivakioiden C, ja C, arvot ja osoita, etta levyn
siirtymélla u, jajannityksilla o, ja o, on lausekkeet

0 =22 nliamh,

1 Jénnitysten ja muodonmuutosten yhteydet sylinterikoordinaatistossa ovat

samanlaiset kuin karteesisessa koordinaatistossa. Ne saadaan siis jalkimmaisistd
suorittamalla alaindekseille sijoitukset: x >r, y > 86, z—>z.
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paZ b2 paZ b2
g7 ) T )
(f) Piirrd lopuksi tapauksessa, jossa b=3a ja v =0,3, levyn dimensioton siirtyma
Eu, /(pa) seka dimensiottomat jannitykset o,/ p ja o,/ p suhteen r/a funktiona.

Ratkaisu:

(@) Kun u,(r), u, =0, muodonmuutosten ja siirtymien yhteyksista saadaan venymille
&, &, jaliukumalle y,, lausekkeet

ou, du,
(C,'r: :—1
or dr
0
186H u u
56‘:__9_{__":_"’
rogd r r
0 0 0

—

ou, 19

u, u, u,

=—4¢4+-_—L__L2=0.

" Tree r =

(b) Tasojénnitystilan jannitysten ja muodonmuutosten yhteyksista karteesisessa
koordinaatistossa saadaan sijoituksilla x —>r ja y— @ vastaaviksi yhteyksiksi

sylinterikoordinaatistossa

o, =$(5r +ve,), o, =$(89 +ve,), 7,=Gy,, Eﬁyw.
Nyt saadaan jannityksille
o, :%(6} +v59)=m(c;ulj vuTr),
o, =$(8€ +Ve,) = 1—Ev2 (u—rr+v ddurr ),
E
Ty =m}/m =0.

Nain ainoiksi nollasta eroaviksi jannityskomponenteiksi jaavat o, ja o, ja ne ovat

pelkastadn r:n funktoita. (c) Ensimmaisesté jannityskomponenttien tasapainoyhtélosta

saadaan
A

oo, 10z, Or, 1
+= + +—(o,—0,)+

or r o oz r

do,

0
~~—
f, =

0,

+1((7r -0,), =0
r

Sijoittamalla siihen jannitysten lausekkeet saadaan
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d. . E ,du u du, ~u,u du
a[l—vz(dr )] (dr +Vr r ' dr

E .du, u
_+ pa— r =
1—v2[dr ( ) ( )( r)]
N E duJi%_u_;):O
1-v¥ dr? rdr r
d?u. 1ldu u

dr? " rdr r
Soveltamalla tulon derivointia tehtdvépaperissa annetun yhtalon vasempaan puoleen
nahdaan
d [1 d(ru, )]_ d (du +£Ur)= dzu2r 1%_%

drr dr dr dr r dre rdr r
Joten siirtyman u_ differentiaaliyht&ld voidaan esittad my6s muodossa

1d(ru
: [ ( )] 0.
rr
(e) Ratkaistaan tdma yhtélo seuraavasti
d[ld(ru)]_ 1M=C1:>M:C1r
drr r dr dr

= ru, :&r2+c2 = u, S0l G
2 2 r
(e) Méaéritetaan jannitykset interointivakioiden avulla'
E du E C GC, C C, C,

= —L4+y-—L)= 24y Coy —+-(@1- :
= e Y ) G Tty )T R
E u du E C C, C C2 E C, C,
= —+ D)= —+—=+V——Vv—= 1+v)—+(1-v)—=]
1—V2(r Vdr 1—1/2(2 r? V2 Vr2 1- [( V)Z ( V)r
((f) Reunaehdot ovat:
o,(a)=-p, o,(b)=0.
Niistd seuraa integrointivakioille'

C C p(l—v?)
o,(a)= )—j]z—p, (1+V)71_(1_V)a_§:_T’
0,0 =+ )5—(1—> Z=0 |eenS-aenS-

2 2 b
c =21—1/& C - 2a’° p(l-v)
1 1+V b2 1 bZ_aZ E 1

“atp? p(1—1/2):> a’?® pl+v)

—5(1-v)C, T C,= bl-a2 E
Nyt sadaan siirtymélle

G .G _p
U =—r+—== [(1— ) +(1+v)—]

2 r Eb2
ja jannityksille
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C, pa’ b?
—1=

E C
0=l D=0 F= o M),

E C C pa’ b?
Oy :m[(1+ V)?l'l‘ (1—V)r—22] :W(l'l'r—z)
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Néiden kaavojen avulla voidaan kuvaajat helposti piirtaa.
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